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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Нелинейное взаимодействие среднего течения с
изменяющимся со временем вкладом является классическим феноменом в гид-
родинамике. Аналитическое исследование такого рода задач часто затруднено
вследствие отсутствия малого параметра в задаче. Например, для турбулентного
течения жидкости по трубе аналитические результаты, полученные непосред-
ственно на основании уравнения Навье-Стокса без дополнительных модельных
упрощающих предположений, исчерпываются логарифмическим профилем
среднего течения вблизи боковой границы [1––3]. Однако, в определённых
случаях малый параметр имеется в виде разделения времён: среднее течение
оказывается медленно изменяющимся по сравнению с характерной скоростью
изменения переменной во времени части течения, а влияние нелинейности на
динамику переменной части течения оказывается несущественным по тем или
иным причинам. В этом случае возможно сначала отдельно найти быструю
динамику переменной части течения на фоне среднего, описывающуюся ли-
неаризованным по амплитуде переменного течения уравнением Навье-Стокса.
В результате в усреднённом по времени уравнении Навье-Стокса оказывает-
ся известным вклад в среднее значение нелинейного члена, квадратичного по
амплитуде переменной части течения, и, таким образом, это уравнение ока-
зывается замкнутым.

Один из возможных типов реализации такого разделения времён достига-
ется в системах, поддерживающих распространение волн. Частота волн в таких
системах велика по сравнению с характерной скоростью изменения вихрево-
го не-волнового движения, имеющего масштаб, сравнимый или больше длины
волны. Примером такой системы являются акустические течения. Эти течение
возникают в результате вязкого трения звуковой волны о границы течения [4––6].
Тогда как в объёме движение жидкости, связанное со звуковыми волнами, явля-
ется чисто потенциальным, в вязком подслое вблизи границы возникает вихревая
часть течения. Нелинейное взаимодействие этой части с самой собой и с потен-
циальной частью течения приводит к возникновению эффективного граничного
условия для тангенциальной компоненты течения Vτ на около-нулевой частоте:
скорость этого течения должна быть пропорциональна квадрату амплитуды u0
колебаний скорости в волне сразу вне вязкого подслоя, Vτ ∼ u20/s (s— скорость
звука). Аналогичное граничное условие возникает на дне водоёма конечной
глубины, по которому распространяются поверхностные волны [7]. Вблизи сво-
бодной поверхности жидкости также есть вязкий подслой [8]. Однако тот факт,
что к свободной поверхности не приложено никаких внешних сил, приводит
к другому эффективному условию для медленного течения — фиксированно-
му значению касательного напряжения τ , называемому виртуальным волновым
касательным напряжением. Происхождение этого напряжения обуславливается
законом сохранения импульса [9]. Импульс волны, содержащийся во гребнево-
впадинном слое, высвобождается за счёт вязкого затухания волны и передаётся
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медленному течению. Взаимодействие волн с вихревым медленным течением не
ограничивается описанныммеханизмом. Если амплитуда течения достаточно ве-
лика, то следует учитывать производимое им искажение волнового движения, в
результате чего появляется объёмная сила, называемая вихревой силой, действу-
ющая со стороны волны на медленное течение [10; 11]. Сама же волна при этом
испытывает рассеяние на медленном течении [12].

Если свободная поверхность жидкости покрыта плёнкой, то скорость
затухания волны может значительно увеличиться [13]. Движение чистой поверх-
ности, увлекаемой поверхностной волной, является сжимаемым. Увеличение
затухания происходит в том случае, если плёнка на столько упруга, что она
в существенной мере препятствует сжатию и растяжению свободный поверх-
ности [14; 15]. Плёнка на поверхности воды образуется спонтанно вследствие
большой диэлектрической проницаемости воды и играет существенную роль
в затухании коротких волн на поверхности океана [16]. Как правило, спонтан-
но формирующаяся плёнка является жидкой, т.е. не имеющей модуля упругого
сдвига и пренебрежимо малую сдвиговую вязкость. Тогда ускоренное затухание
волн, приводящее к увеличению величины виртуального касательного волново-
го напряжения, должно производить более интенсивное вихревое течение, что
является одним из предметов исследования настоящей диссертации.

Следующий, совершенно не похожий на предыдущий, тип реализации раз-
деления времён достигается в турбулентном течении двумерной жидкости в
режиме конденсата. Как известно, в турбулентном течении двумерной жидкости
реализуется обратный каскад энергии, то есть в течении, характеризующим-
ся большим числом Рейнольдса, энергия передаётся от более мелких вихрей,
интенсивность которых поддерживается постоянной каким-либо внешним воз-
действием, более крупным вихрям [17], смотри также обзор [18]. Характерная
интенсивность течения v на каждом масштабе r определяется единственной ве-
личиной — мощностью на единицу массы ϵ, передаваемой вверх по масштабам,
v ∼ (ϵr)1/3. Для неограниченного по площади течения размер самых крупных
вихрей определяется балансом притока энергии с более мелких масштабов и её
диссипацией за счёт трения о дно. В установившемся обратном каскаде кине-
тическая энергия сосредоточена в самых больших вихрях, тогда как градиент
скорости достигает максимальных значений в вихрях самых малых размеров.
Поэтому нелинейное взаимодействие между вихрями близких размеров оказыва-
ется намного сильнее, чем их взаимодействие с вихрями намного более крупных
размеров, в результате чего и можно говорить о каскаде энергии, т.е. о много-
стадийной передаче энергии по цепочке масштабов. Если же при прочих равных
условиях течение оказывается ограниченным в пространстве, то самыми круп-
ными вихрями оказываются автоматически вихри с размером L порядка размера
области течения. Для того, чтобы обеспечить баланс энергии на этом масшта-
бе, характерная скорость V в этих вихрях должна быть намного больше, чем
её оценка, полученная для обратного каскада, V ≫ (ϵL)1/3. Но тогда нели-
нейное взаимодействие значительно более мелких вихрей на масштабах r ≳
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√
ϵL3/V 3 [19] с самыми крупными вихрями оказывается сильнее, чем нелиней-

ное взаимодействие этих мелких вихрей между собой. Передача энергии самым
большим вихрям будет теперь происходить не по цепочке, а непосредственно от
вихрей с характерным масштабом

√
ϵL3/V 3. Поддержание дифференциального

вращения в крупных вихрях мелкомасштабными турбулентными пульсациями
наблюдается во многих системах и условно называют отрицательной турбу-
лентной вязкостью [20]. Описание процесса передачи возможно качественно
описать в рамках уравнения Навье-Стокса, линеаризованного относительно поля
скорости мелких вихрей, но с учётом их нелинейного взаимодействия с полем
скорости самых крупных вихрей [21]. Самые же крупные вихри оказываются
статистических устойчивыми во времени, потому их также называют когерент-
ными, а само течение конденсатом. Вследствие их свойств — устойчивости во
времени и относительно большой интенсивности — их называют конденсатом,
или когерентными вихрями. Такие вихри наблюдались как в натурном экспери-
менте в тонких слоях жидкости [22––24], так и в численном счёте [25; 26], смотри
также обзоры [27; 28].

В определённом смысле комбинация выше описанных двух типов раз-
деления времён достигается в турбулентном течении быстро вращающейся
несжимаемой жидкости. Вращение жидкости как целого с угловой скоростью
Ω приводит к появлению в ней выделенного направления. Сила Кориолиса для
части течения, поле скорости которого не зависит от координаты вдоль оси
вращения, оказывается чисто потенциальной и потому не влияющей на его ди-
намику [29; 30]. Это течение можно назвать квази-двумерным, поскольку его
скорость в большинстве случаев направлена в плоскости, ортогональной оси вра-
щения, вследствие ограничений, налагаемых геометрией границ, а его динамика
при высоких числах Рейнольдса определяется нелинейным само-воздействием.
Его также называют геострофическим [31], поскольку силы Кориолиса в нём
балансируются давлением. Динамика второй части течения, поле скорости ко-
торого существенно зависит от продольной координаты, определяется силой
Кориолиса и потому оказывается намного быстрее. В главном приближении эво-
люция этого течения описывается уравнением Навье-Стокса, линеаризованным
по его амплитуде, так что это течение представляет собой инерционные вол-
ны с частотой порядка частоты вращения Ω [32]. Таким образом, вращающаяся
жидкость поддерживает турбулентный режим течения, в котором геострофиче-
ские долго-живущие вихри [33––35] поддерживаются распространяющимися на
их фоне турбулентными пульсациями, представляющими собой инерционные
волны [36].

Похожее, но более сложное разделение течения осуществляется в страти-
фицированной жидкости, в которой наряду с внутренними волнами, имеющими
схожий закон дисперсии с инерционными волнами [37], существует медленное
течение в виде вихрей, горизонтальный размер которых велик по сравнению
с вертикальным [38]. В этих вихрях горизонтальное течение имеет наиболь-
ший градиент в вертикальном направлении, что создаёт условие для поглощения
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относительно короткой внутренней волны в критической плоскости [39]. Захва-
тываются волны, переносящие горизонтальный импульс только определённого
знака, тогда как волны с противоположным знаком потока импульса отражаются
[37]. В результате от волн медленному течению может передаваться энергия [40].
Мы исследуем аналогичный эффект во вращающейся жидкости, устанавливая
его статистические свойства путём рассмотрения динамики ансамбля инерцион-
ных волн на фоне геострофического течения.

Если длина инерционных волн мала по сравнению с размером поглощаю-
щих их вихрей, то описание процесса поглощения можно производить в пределе
слабо неоднородного, т.е. гладкого, поля скорости в вихре, что соответствует
приближению так называемой теории быстрых искажений [41]. В случае ста-
тистически изотропного случайного течения эта теория наиболее по́лно развита
для скалярного поля, переносимого течением и подверженного процессу диффу-
зии [42; 43]. Эта теория, в частности, изучает, каким образом ускоряется процесс
гомогенизации пространственного распределения скаляра за счёт неоднородно-
сти течения [44], или, иными словами, за счёт перемешивания. Неоднородность
течения аналогичным образом действует и на другие поля — например, по-
ля инерционной волны во вращающейся жидкости или внутренней волны в
стратифицированной жидкости [45] и магнитное поле в проводящей жидко-
сти [46; 47]. В рамках изучения выбранной темы исследования это является
обоснованием для изучения более простой модели перемешивания скалярного
поля. Мы изучаем, как крупномасштабные флуктуации потока на фоне средне-
го аксиально-симметричного вихревого течения, которое локально представляет
собой сдвиговое течение, ускоряют процесс перемешивания, и как по разно-
точечным корреляционным функциям скалярного поля, которые могут быть
измерены в эксперименте, можно восстановить статистические свойства гради-
ента самого поля скорости.

Степень разработанности темы исследования. Генерация приповерх-
ностных течений поверхностными волнами на чистой поверхности жидкости
изучалась теоретически в пионерской работе [7] для одиночной плоской вол-
ны и в работах [48; 49] для системы волн, распространяющихся в произвольных
направлениях. Влияние поверхностной плёнки на скорость затухания поверх-
ностных волн изучалась в работах [14; 15; 50]. Нам неизвестны работы других
авторов, где исследовалось бы влияние жидкой поверхностной плёнки на темп
генерации вихревого течения системой поверхностных волн, распространяю-
щихся в общем случае в разных направлениях. Подробный обзор литературы
по генерации поверхностными волнами приповерхностных вихревых течений
приведён во Введении Главы 1.

Наблюдение геострофических долгоживущих вихрей во вращающейся
жидкости наблюдалось в натурных экспериментах с различной постановкой,
см., например, [33; 34; 51], и в численных моделированиях, см., например, [35;
52]. Исследование поглощения инерционных волн геострофическим течением
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путём численного моделирования производилось в работах [36]. Нам не извест-
ны теоретические работы других авторов по исследованию распространения
инерционных волн на фоне геострофического течения, по исследованию вклада
ансамбля инерционных волн в тензор Рейнольдса в уравнении на среднее тече-
ние в аксиально-симметричном вихре и анализу этого уравнения с точки зрения
радиального профиля средней скорости. Подробный обзор литературы по рас-
пространению инерционных волн на фоне геострофического течения приведён
во Введении Главы 2, а по долгоживущим геострофическим вихрям — во Вве-
дении Главы 3.

Аналитическое исследование зависимости одноточечных моментов ска-
лярного поля, имеющего заданную начальную статистику пространственного
распределения и далее пассивно переносимого случайным статистически изо-
тропным потоком, проведено в [42; 43], проверка этих результатов путём числен-
ного счёта производилась в работах [53; 54]. Экспериментальное исследование
одноточечных моментов в трёх-мерном изотропном потоке было проведено в
[55]. Исследование процесса перемешивания скаляра в случайном потоке с силь-
но сдвиговой компонентой путём численного моделирования было произведено
в [56]. Нам не известны теоретические работы других авторов по исследованию
статистики перемешивания скаляра в случайном гладком потоке с сильной по-
стоянной сдвиговой компонентой, а также по установлению общей связи между
разноточечными корреляционными функциям скаляра и статистикой градиента
поля скорости потока, когда поток является статистически изотропным. По-
дробный обзор литературы по перемешиванию пассивно переносимых гладким
потоком скалярных полей дан во Введении Главы 4.

Целью данной работы является построение и развитие теории взаимо-
действия вихревых структур с волнами, в частности: 1) построение теории,
описывающей возбуждение приповерхностных вихрей поверхностными волна-
ми в условиях покрытия поверхности жидкости тонкой жидкой плёнкой; 2)
построение теории поддержания мелкомасштабным турбулентным течением
когерентного геострофического вихревого течения; 3) теоретическое исследова-
ние статистики перемешивания скалярного поля случайным гладким потоком с
сильной постоянной сдвиговой компонентой и теоретическое развитие методов
измерения статистики поля скорости по наблюдаемой статистике перемешива-
ния скалярного поля.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следующие
задачи:

1. Исследовать влияние поверхностной жидкой плёнки на генерацию по-
верхностным волнами вихревого течения. Установить общее выраже-
ние, связывающее вихревое течение с волновым движением.

2. Исследовать частный случай несжимаемой плёнки. Установить соотно-
шение эйлеровой скорости и скорости дрейфа Стокса в этом пределе.
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Рассмотреть случай произвольного значения сжимаемости плёнки, ис-
следовать зависимость скорости генерации вихревого течения от этого
параметра.

3. Исследовать частные случаи волнового течения — двух волн, распро-
страняющихся под прямым углом друг к другу, и двух волн, распро-
страняющихся под малым углом друг к другу.

4. Разработать методы интерпретации результатов эксперимента в свете
построенной теории и провести сравнение с экспериментальными дан-
ными.

5. Исследовать структуру когерентного геострофического вихря в турбу-
лентном течении быстро вращающейся жидкости для модельной задачи
с периодическими граничными условиями.

6. Исследовать структуру когерентного геострофического вихря считая,
что число Россби приближается снизу к единице. Исследовать стати-
стику турбулентных пульсаций в этом режиме течения.

7. Исследовать влияние границ, ортогональных оси вращения жидкости
как целого, на радиальный профиль когерентного вихря. Исследовать
зависимость от высоты сосуда эффективности передачи энергии вихрю
от турбулентности.

8. Исследовать влияние неоднородности вихревого течения на поглоще-
ние им инерционных волн, выработать картину и критерии эффектив-
ного поглощения в этом случае. Провести качественное сравнение с
экспериментальными данными.

9. Исследовать распространение аксиально-симметричных волн конден-
сата в радиальном направлении на фоне среднего течения в вихре.

10. Исследовать связь разноточечной парной корреляционной функции
пассивного скаляра в гладком случайном статистически изотропном
поле скорости в присутствии слабой, но конечной диффузии, со стати-
стическими свойствами потока.

11. Исследовать связь угловых особенностей корреляционной функции
четвёртого порядка со статистическими свойствами потока, когда по-
ток является хаотическим, статистически однородным и изотропным, в
двумерном и трёхмерном случаях.

12. Исследовать статистику перемешивания пассивного скаляра в потоке,
представляющем собой сдвиговое течение, на которое наложена слабая
случайная во времени и гладкая в пространстве поправка. В частности,
вычислить одноточечные моменты пассивного скаляра.

Научная новизна: Все результаты, выносимые на защиту, являются но-
выми. В частности, впервые исследовано влияние поверхностной плёнки на
генерацию поверхностными волнами вихревых течений, взаимное влияние ан-
самбля инерционных волн и среднего геострофического вихревого течения, а
также связь разноточечных корреляционных функций пассивного скаляра со
статистикой градиента поля скорости. В литературных обзорах, приведённых
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во введениях Глав 1–4, раскрыты истории исследований в соответствующих
областях и подробно показано место и новизна данного диссертационного ис-
следования. В ряде случаев в диссертации проводится сравнение аналитических
результатов с данными физических и численных экспериментов, выполненных
другими авторами.

Практическая значимость определяется применимостью построенной
теории к интерпретации экспериментальных данных.

Развитые в диссертационной работе аналитические подходы и полученные
результаты позволяют описывать нелинейное взаимодействие волн со средним
гидродинамическим вихревым течением, в частности, генерацию вихревого те-
чения поверхностными волнами в присутствии поверхностной жидкой плёнки
и поддержание геострофического вихревого течения инерционными волнами, а
также влияние установившегося вихревого течения на перенос и перемешива-
ние полей.

Построенная качественная картина исследуемых физических явлений на
основе полученных результатов позволяет более оптимально спланировать экс-
перимент и выбрать путь анализа экспериментальных данных. Большая часть
полученных результатов уже прошла верификацию путём сравнения с экспери-
ментальными данными и с данными численного эксперимента.

Результаты аналитических расчётов влияния поверхностной жидкой плён-
ки на генерацию приповерхностного вихревого течения, полученные в наших
работах [A1; A2], были с успехом применены для анализа генерации вих-
ревого течения в следующей нашей работе [A3], где показано, что теория
с одним априори неизвестным параметром — величиной модуля упругого
сжатия поверхностной плёнки — хорошо описывает всю совокупность экспе-
риментальных данных. Построенная теория в нашей работе [A4], описывающая
возбуждение крупномасштабного приповерхностного вихревого течения дву-
мя поверхностными волнами, распространяющимися под малым углом друг к
другу, была успешно наложена на позже полученные экспериментальные дан-
ные [57].

Линейно-логарифмический профиль, полученный в нашей работе [A5] для
когерентного геострофического вихря в отсутствии трения о дно, был впослед-
ствии наблюдён в численном моделировании двумерного когерентного течения
[58], к которому применимо аналогичное описание. В нашей работе [A6] мы
развили теорию распространения пакетов инерционных волн в неоднородном
геострофическом течении, которая позволила успешно интерпретировать пред-
ставленные в этой работе экспериментальные данные. В этом же эксперименте
было продемонстрировано, что циклоны являются более устойчивыми и дол-
гоживущими, что на качественном уровне согласуется с результатами нашей
работы [A7]. Кроме того, крупные циклоны, наблюдавшиеся в [A6], имеют ра-
диальный профиль, близкий к плоскому в определённом интервале расстояний
до оси, что согласуется с предсказаниями нашей работы [A8].
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Построенная нами теория перемешивания пассивного скаляра в гладком
поле скорости со случайной компонентой [A9––A11] может быть применена для
интерпретации данных перемешивания скаляра как в геострофическом когерент-
ном течении, так, например, и в течениях эластической турбулентности [59; 60]
или двумерном течении в канале [61].

Работа имеет теоретический характер, что, в частности, обосновывает её
теоретическую значимость. Вихревые течения, вызванные затуханием поверх-
ностных волн в том числе в присутствии поверхностной плёнки, могут войти
наряду с акустическими течениями в классические учебники гидродинамики,
такие как [2]. Развиваемое инерционными волнами касательное напряжение
Рейнольдса, выявленное нами, имеет обще-гидродинамическое значение для
вихревых столбовых структур, встречающихся в разных вариантах в природе.
Наконец, установленная простая связь между разноточечными корреляционны-
ми функциями скаляра и функцией распределения ляпуновских экспонент в
случайном потоке также достойна войти в монографии по статистической гид-
родинамике.

Методология и методы исследования. Общая методология исследова-
ния основывается на анализе уравнения Навье-Стокса и уравнения переноса.
Течение жидкости предполагается суперпозицией быстро и медленно изме-
няющихся во времени течений. Динамика быстрой компоненты описывается
линеаризованным по её амплитуде уравнением. В случае поверхностных волн
это есть просто уравнение свободного волнового распространения, поскольку
медленное течение предполагается слабым. В случае когерентных течений во
вращающейся жидкости следует учесть также преломление инерционных волн
в когерентном течении благодаря его слабой неоднородности. Затем исследуется
усреднённое по времени уравнение Навье-Стокса, являющееся уравнением на
медленную компоненту течения. В этом уравнении фигурирует усреднённый
вклад, квадратичный по амплитуде быстрого течения. В случае поверхностных
волн его принято называть виртуальным волновым напряжением, в случае коге-
рентного течения — напряжением Рейнольдса. Если известны статистические
свойства возбуждающей быстрое течение силы, то уравнение на медленное
течение оказывается полностью определённым и может быть последовательно
исследовано. При описании статистики перемешивания пассивного скаляра в
гладком поле скорости, имеющем случайную компоненту, мы не ограничива-
емся моделями, где случайная компонента скорости коротко коррелирована во
времени. В ряде случаев мы пользуемся тем, что статистика разбегания двух
лагранжевых траекторий в таком течении может быть выражена на больших вре-
менах в терминах функции Крамера (энтропийной функции), которая описывает
в том числе большие отклонения от среднего. В этом случае для вычисления
корреляционных функций скаляра мы устанавливаем оптимальную флуктуа-
цию — реализацию случайного процесса, который даёт наибольших вклад в
корреляционную функцию с учётом вероятности этой реализации. Диффузия
предполагается малой, но конечной.
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Основные положения, выносимые на защиту:

1. Получено аналитическое выражение для приповерхностного вихревого
течения, вызванного волновым движением, в присутствии поверхност-
ной плёнки. Передача импульса от волн вихревому течению происходит
в тонком слое, включающем в себя гребни и впадины волны вместе
с вязким подслоем. Механизм возбуждения вихревого течения может
быть интерпретирован как результат действия эффективной поверх-
ностной касательной силы — виртуального волнового напряжения.
Присутствие плёнки увеличивает затухание волны и, тем самым, при-
водит к увеличению амплитуды виртуального волнового напряжения.

2. Установлено, что присутствие несжимаемой плёнки на поверхности
приводит к увеличению амплитуды вынужденного вихревого течения
в ∼ 1/γ раз (γ =

√
νk2/ω — малый параметр теории, ω, k — частота

и волновое число, ν — кинематическая вязкость), по порядку величи-
ны во столько же раз сокращается добротность волны по сравнению
с пределом чистой поверхности. По мере снижения модуля упругого
растяжения плёнки амплитуда вынужденного вихревого течения ведёт
себя немонотонно, достигая сперва максимума, а затем убывая до свое-
го значения для чистой поверхности. Значения амплитуды в максимуме
и в пределе несжимаемой плёнки имеют один и тот же порядок. В этой
области параметров амплитуда скорости дрейфа Стокса пренебрежимо
мала по сравнению с амплитудой установившейся во времени эйлеро-
вой части массового транспорта.

3. Установлена аналитическая зависимость амплитуды вихревого течения
от горизонтальной и вертикальной координат, величины модуля упру-
гого сжатия плёнки и времени, когда волновое движение представляет
собой две ортогональные бегущие или стоячие волны. То же самое сде-
лано для случая двух распространяющихся под малым углом друг к
другу волн. Поскольку в последнем варианте масштаб вихревого тече-
ния значительно превышает длину волн, исследован кроме того предел,
когда жидкость является глубокой для волн, но должна быть учтена её
конечная глубина при описании динамики вихревого течения.

4. Разработан комбинированный метод опосредованного измерения моду-
ля упругого сжатия плёнки, который является основным параметром
при описании возбуждения вихревого течения поверхностными вол-
нами. Метод включает в себя одновременное измерение линейной
скорости затухания волн с учётом трения о стенки бассейна, соотно-
шения амплитуд вертикальной и горизонтальной скоростей в волне и
амплитуды возбуждаемого вихревого течения.

5. Установлен механизм, по которому инерционные волны передают
свою энергию крупномасштабному геострофическому вихревому
течению. Показано, что благодаря этому механизму инерционные
волны формируют радиально-азимутальное напряжение Рейнольдса в
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аксиально-симметричных вихрях, которое действует как отрицательная
турбулентная диффузия, поддерживая дифференциальное вращение в
вихре. Найден радиальный профиль средней скорости в вихре в от-
сутствии трения о дно — линейно-логарифмическая зависимость.
Показано, что часть энергии, которая выделяется в тепло благодаря
действию вязкости в секторе инерционных волн, мала, если число
Рейнольдса для волн велико.

6. Установлены радиальные профили циклонов и анти-циклонов при
различных числах Россби и Рейнольдса. Показано, что у циклонов
максимум средней азимутальной скорости сдвигается ближе к оси
вихря, тогда как антициклонов — дальше от оси вихря по срав-
нению с пределом малого числа Россби, для которого имеет место
линейно-логарифмический профиль. Рассчитано значение напряжения
Рейнольдса в циклонах и антициклонах.

7. Установлена роль границ, ортогональных оси вращения, в форми-
ровании радиального профиля когерентного вихря. Выше масштаба,
на котором сравнивается действие объёмной вязкости и эффективное
трение о дно, доминирует трение о дно, которое изменяет линейно-
логарифмический профиль на профиль с постоянным значением
азимутальной скорости. Кроме того, мы установили, что трение о
дно может снижать эффективность передачи энергии когерентному те-
чению от турбулентных пульсаций только в случае, если эти пульсации
являются мелко-масштабным геострофическим течением.

8. Установлены закономерности распространения пакета инерционных
волн в слабо-неоднородном геострофическом аксиально-симметричном
вихревом течении. Показано, что для того, чтобы инерционная вол-
на могла быть поглощена геострофическим течением, требуется, что-
бы разность скоростей в разных областях геострофического течения
превосходила групповую скорость волны. Показано, что поглощение
производит селекцию волн: волны, которые несут момент количества
движение, по знаку противоположный направлению вращения в гео-
строфическом вихре, не поглощаются, а отражаются, уходя обратно на
периферию вихря.

9. Установлен закон дисперсии для аксиально-симметричных волн кон-
денсата в предположении, что источником поддержания когерентного
течения является геострофическое мелко-масштабное течение. В кон-
денсате, насыщение которого достигнуто за счёт трения о дно, в высо-
кочастотной области закон дисперсии линеен, а длина пробега велика
по сравнению с длиной волны. В вязком конденсате закон дисперсии
совпадает с законом дисперсии волн в вязком нестационарном слое.
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10. Установлено, что парная корреляционная функция пассивного скаляра
в распадной задаче пропорциональна плотности функции распределе-
ния расстояния между двумя близкими лагранжевыми траекториями в
гладком случайном поле скорости.

11. Установлены угловые особенности корреляционной функции четвёр-
того порядка в задаче о перемешивании пассивного скалярного поля
случайным во времени гладким полем скорости с изотропной статисти-
кой. В трёхмерном случае было показано, что корреляционная функция
четвёртого порядка пропорциональна плотности распределения степе-
ней растяжения элементарного объёма жидкости в результате действия
потока. Двумерное течение оказывается слишком низкоразмерным для
этой корреляционной функции, и потому она оказывается существен-
но зависящей от величины молекулярной диффузии. Пространственная
зависимость корреляционной функции была найдена сперва методом
поиска оптимальной флуктуации поля скорости, результат затем был
верифицирован путём установление уравнения на эту корреляционную
функцию и прямого его решения. Установлено, что угловая зависимость
на относительно умеренных расстояниях представляет собой резкий
пик, тогда как на более далёких расстояниях зависимость сменяется сте-
пенно́й.

12. Установлена статистика моментов пассивного скаляра для распад-
ной задачи, когда перемешивание происходит в двумерном течении с
сильной сдвиговой компонентой. Статистика выражена через преоб-
разование Лежандра от функции Крамера, описывающей статистику
деформации малого элемента жидкости на больших временах. Для
задачи с непрерывным возбуждением флуктуаций пассивного скаляра
установлено, что хвост функции распределения, описывающий высокие
моменты, является экспоненциальным, тогда как тело функции распре-
деления близко́ к нормальному распределению. Установлены свойства
функции Крамера для модельной задачи с коротко-коррелированным
по времени полем скорости.

Достоверность полученных результатов обеспечивается надёжностью
применённых аналитических методов. Часть из полученных результатов по-
лучила подтверждения в натурных и численных экспериментах. Результаты
находятся в соответствии с результатами, полученными ранее другими ис-
следователями.

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались на: на-
учных сессиях Совета по нелинейной динамике (г. Москва, 2019-2021, 2023 гг.),
XX Научной школе «Нелинейные Волны – 2022» (г. Нижний Новгород), между-
народных конференциях «Landau Days 2020», «Landau Days 2021», «Landau Days
2022» в г. Черноголовка, «Landau Week» (г. Ереван, 2023), «XХIII Зимней школе
по механике сплошных сред» (г. Пермь, 2023), Warwick Turbulence Symposium
(Warwick, 2006), V Международной конференции «Наука будущего» (г. Орёл,
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2023), Третьей Международной Конференции «Физика конденсированных со-
стояний» ФКС-2023 (г. Черноголовка), школах-конференциях «Современная
гидродинамика 2023», «Современная гидродинамика 2024» (г. Черноголовка),
Школе-конференции по теоретической физике конденсированного состояния (г.
Саров, 2024), Русско-индийской конференции «Frontiers of Theoretical Condensed
Matter Physics» (г. Черноголовка, 2024), Юбилейной международной конферен-
ции—60 лет Институту теоретической физики им. Л.Д. Ландау (г. Черноголовка,
2024), международном симпозиуме «Неравновесные процессы в сплошных сре-
дах 2024» (г. Пермь), XXI научной школе «Нелинейные волны – 2024» (г.
Нижний Новгород), на семинарах в Институте теоретической физики им. Л.Д.
Ландау РАН (Черноголовка), Физическом институте им. П.Н. Лебедева РАН
(Москва, 2023), Институте океанологии им. П.П. Ширшова РАН (Москва, 2023,
2024), НИИ Механики МГУ (Москва, 2024), Объединённом институте высоких
температур РАН (Москва, 2024), Институте гидродинамики им. М.А. Лаврентье-
ва СО РАН (2024), Институте Теплофизики им. С.С. Кутателадзе СО РАН (2024),
Институте прикладной физики им. А.В. Гапонова-Грехова РАН (2024), Пермском
национальном исследовательском политехническом университете (2024).

Личный вклад. Все результаты, приведённые в данной диссертационной
работе, получены лично автором или при его непосредственном участии. В дис-
сертацию вошли только аналитические части работ [A3; A6], содержащих в
себе также и результаты натурного эксперимента. Эти аналитические результа-
ты были получены автором лично. Экспериментальные данные в виде графиков
приводятся ради наглядной демонстрации результатов аналитических вычисле-
ний и их соответствия результатам измерений. В работах [A5; A12] личный вклад
автора состоял в постановке задачи, выработке метода решения, проверке вы-
числений и анализе результатов; из работы [A12] в данную диссертацию вошёл
только общий метод оценки корреляционных функций скорости без рассмотре-
ния структурной функции.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в 13
печатных изданиях, 13 из которых изданы в журналах, рекомендованных ВАК.

Содержание работы

Во введении обоснована актуальность темы, сформулирована цель ра-
боты, обоснованы новизна и практическая ценность полученных резуль татов,
раскрыто содержание диссертации по главам.

Первая глава посвящена построению теории возбуждения приповерх-
ностных вихрей поверхностными волнами в условиях покрытия поверхности
жидкости тонкой жидкой плёнкой [A1; A2]. В Пункте 1.1 “Введение” приводится
развёрнутый обзор литературы, касающейся возбуждения поверхностными вол-
нами вихревых течений.

Далее в Пункте 1.2 формулируются управляющие уравнения, включая
граничные условия на свободной поверхности, покрытой жидкой эластичной
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плёнкой. Мы предполагаем, что в объёме динамика жидкости подчиняется
уравнению Навье-Стокса. Вне вязкого подслоя волновое движение жидкости яв-
ляется чисто потенциальным, вода с точки зрения волны глубокая. Жидкость
предполагается слабо вязкой, так что мало́ отношение скорости затухания волны
к её частоте ω; мы вводим малый параметр γ =

√
νk2/ω, где k — волно-

вое число поверхностной волны, а ν — кинематическая вязкость жидкости.
Поверхностно-активное вещество, составляющее поверхностную плёнку, счита-
ется нерастворимым в жидкости, так что его полное количество на поверхности
сохраняется. Плёнка характеризуется модулем упругого сжатия −n0σ′(n0), где
n— поверхностная концентрация вещества плёнки, а производная поверхност-
ного натяжения σ′ = dσ/dn берётся при равновесном значении концентрации,
n = n0. Мы полагаем, что плёнка жидкая, т.е. не обладает сдвиговым модулем
упругости, а обе вязкости плёнки пренебрежимо малы, т.е. мало́ число Бусси-
неска kηs/η ≪ 1, где η = ϱν — динамическая вязкость жидкости, ϱ — её
плотность, а ηs — динамическая вязкость плёнки.

В Пункте 1.3 исследуется задача, частично решённая ранее в [15], о рас-
пространении поверхностных волн в линейном по их амплитуде приближении
с целью определения характеристик волны, играющих роль при нелинейном
возбуждении вихревых течений. Выписана вихревая часть поля скорости в вяз-
ком подслое, которая необходима ниже для вычисления параметров генерации
среднего течения. Определена скорость затухания амплитуды волны Imω и
отношение ||uα||/||uz|| амплитуд вертикальных и горизонтальных колебаний
лагранжевой траектории на поверхности жидкости в зависимости от величины
модуля упругости плёнки. По этим величинам, которые достаточно легко изме-
рить в эксперименте, возможно восстановить величину модуля упругого сжатия
плёнки. Безразмерным управляющим параметром является

ε =
−n0σ′(n0)

ϱ
√
νω3/k2

. (1)

Предел чистой поверхности соответствует ε ≪ √
γ, предел несжимаемой плён-

ки достигается при ε ≫ 1. В промежуточной области √
γ ≲ ε ≲ 1 затухание

волны существенно больше его значения для чистой поверхности, а при ε ≳ 1
отношением амплитуд ||uα||/||uz|| существенно отличается от единицы.

В Пункте 1.4 описывается процедура разделения поля скорости v(t,r) все-
го течения на волновое движение u и вихревое течение V , v = V + u. Это
разделение производится по частоте: время изменения T вихревого течения V
должно быть велико по сравнение с периодом волновых колебаний; также и гра-
диент gradV вихревой части поля скорости должен быть мал по сравнению с
частотой:

1

ωT
,
| gradV |

ω
≪ 1. (2)

Можно выделить два вклада в воздействие волн на вихревое течение, оба ко-
торых квадратичны по амплитуде волн. Первый вклад не зависит от самого
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вихревого течения V , поскольку является результатом затухания волн. Воздей-
ствие в этом вкладе представляет собой поверхностную касательную силу τ ,
называемую виртуальным волновым напряжением [62]. Второй вклад появля-
ется вследствие рассеяния волн на вихревом течении и потому от него зависит.
Этот вклад представляет собой объёмную силу, проникающую в глубину на
∼ 1/k, и называется вихревой силой [10; 12]. Мы предполагаем, что вихревое
движение на столько слабо́, что эффект от вихревой силы мал по сравнению с
эффектом от касательного напряжения τ . Ниже в Пункте 1.8.2 показано, что это
приводит к ограничению на амплитуду волны h, kh ≪ γ, если считать вихре-
вое течение V установившимся. В эксперименте измерение скорости вихревого
течения обычно производится частичками, пассивно переносимыми жидкостью.
В этом случае измеряется не эйлерова скорость V , а лагранжева скорость V L =
V +U s, где U s есть скорость дрейфа Стокса. Поэтому в Пункте 1.4 также про-
изводится расчёт величины дрейфа Стокса. Он не отличается от уже известного
выражения [63] вне вязкого пограничного слоя. Отличия появляются в вязком
подслое, что важно, если измерение скорости производится частичками, плава-
ющими на поверхности жидкости и имеющими размер, малый по сравнению с
толщиной вязкого подслоя. На поверхности жидкости вертикальная компонента
ϖs

z = ∂xU
s
y − ∂yU

s
x завихренности дрейфа Стокса

ϖs
z = ϵαβ

〈
(∂αh) (∂β∂th) +

(
∂α∂γ

(1− D̂)

k̂
h

)(
∂β∂γ∂t

(1− D̂)

k̂
h

)〉
, (3)

где h(t,x,y) задаёт форму поверхности жидкости, ϵαβ — единичный анти-
симметричный тензор, а угловые скобки означают усреднение по волновым
осцилляциям. Определения фигурирующих здесь и ниже операторов k̂, κ̂ и D̂
суть

k̂ =
√
−∂2x − ∂2y , κ̂ =

√
∂t/ν − ∂2x − ∂2y , D̂ =

ε̂− 2iγ̂

ε̂− eiπ/4
. (4)

В последнем равенстве ε̂ (1) и γ̂ следует понимать как операторы, являющиеся
диагональными в пространстве частот и волновых векторов. Вертикальная ком-
понента дрейфа Стокса, как всегда, равна нулю.

В Пункте 1.5 получены общие выражения для вихревого течения V , воз-
буждённого поверхностными волнами с учётом влияния поверхностной плёнки.
Поскольку линии тока течения V направлены горизонтально, переменная в
пространстве часть течения однозначно выражается через вертикальную компо-
ненту завихренности ϖV

z = ∂xVy − ∂yVx:

ϖV

z = ϵαβ
eκ̂z

κ̂

〈
2
(
∂α∂γh

)(
∂β∂γ∂t

(1− D̂)h

k̂

)
+ (5)

+

(
∂β∂t

D̂κ̂

k̂
h

)(
∂α

(
1− D̂

2

)
kh

)
+

(
∂β∂t

D̂

2k̂
h

)(
∂αD̂κ̂k̂h

)〉
.
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Предположим, что спектральная ширина волнового движения оценивается как
∆ω ≪ ω. Экспонента exp(κ̂z) в (5), которая в сущности символизирует резуль-
тат решения уравнения типа диффузии с источником на поверхности, действует
на квадратичную форму от h, которая содержит в том числе и малые частоты
∼ ∆ω. Характерное волновое число этой квадратичной формы обозначим q. Ес-
ли характерное время изменения 1/∆ω квадратичной формы мало по сравнению
со временем tE = 1/νq2 вязкого затухания вихревого течения на соответствую-
щем волновом векторе q, ∆ω ≫ νq2, то вихревое течение распространяется на
глубину ∼

√
ν/∆ω, Если же волновое движение почти монохроматическое, так

что ∆ω ≪ νq2, то глубина проникновения вихревого течения есть 1/q.
В Пункте 1.6 эти общие выражения адаптируются для случая распростра-

нения двух волн под прямым углом друг к другу, когда форма поверхности имеет
вид [A3]

h(t,x,y) = H1 cos(ωt) cos(kx) +H2 cos(ωt+ ψ) cos(ky). (6)

В этом случае ∆ω = 0, а волновой вектор q =
√
2 k. Завихренность лагранже-

вого движения равна

ϖL

z =

(
ε2ekz

√
2

2γ(ε2 − ε
√
2 + 1)

+
√
2ekz

√
2 + e2kz

)
Λ(x,y), (7)

где пространственное распределение завихренности Λ(x,y) = −H1H2ωk
2

sin(kx) sin(ky) sinψ соответствует вихрям, расположенным в шахматном по-
рядке. Второе и третье слагаемые в (7) должны быть опущены как малые
поправки, если в первом слагаемом ε≫ √

γ. Третье слагаемое, пропорциональ-
ное exp(2kz), есть дрейф Стокса.

В Пунктах 1.6.1–1.6.3 производятся детальные расчёты для нестацио-
нарных случаев. В этом случае необходимо решать уравнение (5), в котором
результат усреднения в угловых скобках по быстрым волновым осцилляциям не
является стационарным во времени. Поверхностные волны имеют скорость уста-
новления tS , малую по сравнению со временем установления эйлерова вихревого
течения tE за счёт влияния поверхностной плёнки и боковых стенок бассейна
при их наличии, tS ≪ tE . Предположим, что на поверхности исходно покоящей-
ся жидкости начинают возбуждать волны постоянной амплитуды. В (7) первые
два слагаемых приобретают множитель Erf(t/tE) (Erf — функция ошибок), то-
гда как последнее слагаемое устанавливается в этом приближении мгновенно.
После того, как вихревое течение достигло своего асимптотического по времени
значения (7), в момент времени t∗ возбуждение волн прекращается. Тогда третье
слагаемое исчезает за быстрое время tS , а первые два слагаемых приобретают
множитель 1−Erf((t− t∗)/tE). В ходе краткое сравнение с экспериментом [A3]
мы отходим от приближения tS ≪ tE , используя то, что в эксперименте воз-
можно измерять величины H1,2(t) и ψ(t) как функции времени. Подставляя эти
значения в (5), мы находим правую часть численно, что даёт наиболее точное
совпадение с значением измеренного течения ϖL

z (t).
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Если две волны распространяются под малым углом 2θ друг к другу, то
формируются крупномасштабные вихри с масштабом 1/q ≡ l = 1/2k sin θ ≫
1/k, значительно превышающим длину волны [A4]. В Пункте 1.7 получены вы-
ражения для завихренности в случае жидкости неограниченной глубины

ϖV

z =

(
4 cos2 θ +

ε2√
2γ(ε2 − ε

√
2 + 1)

)
cos θ · Λ(x) exp(z/l), (8)

где пространственная структура в горизонтальном направлении Λ(x) =
−H1H2ωk

2 sin(x/l). Вычисления для промежуточного предела, когда волна
глубока для волны, но имеет конечную глубину с точки зрения крупномасштаб-
ного вихревого течения, вынесены в Приложение А.

В Пункте 1.8 “Заключение” подводятся итоги этой части исследования.
Во Второй главе содержится первая часть исследования механизмов су-

ществования долгоживущих геострофических вихрей, поддерживаемых погло-
щением инерционных волн — изучение динамики инерционных волн на фоне
крупномасштабного вихревого течения. В Пункте 2.1 “Введение” содержится
общий обзор литературы по этой теме.

Для того, чтобы ввести основные объекты исследования, в Пункте 2.2
определяются основные уравнения. Во-первых, полная скорость жидкости удо-
влетворяет уравнению Навье-Стокса для несжимаемой жидкости во вращаю-
щейся с угловой скоростью Ω0 системе координат

∂tv + (v∇)v + 2 [Ω0 × v] = −∇p+ ν∆v + f . (9)

Сила f предполагается внешней в нашей модели. Она случайна во времени и
пространстве, имеет нулевое среднее, характерное волновое число kf и сред-
нююмощность ϵ на единицу массыжидкости. Эта сила возбуждает турбулентное
течение, так что априорное число Рейнольдса велико, Ref = ϵ1/3/νk

4/3
f ≫

1. Мы предполагаем, что полное течение v состоит из сильного аксиально-
симметричного геострофического вихревого течения V G и турбулентной части
u, v = V G + u. Как и в предыдущей Главе 1, разделение этих течений про-
изводится по их скорости изменения. В цилиндрической системе координат
{r⊥, φ, z} о осью Oz, направленной вдольΩ0 и совпадающей с осью аксиально-
симметричного геострофического вихря, уравнение на среднее течение V G =
eφV G

φ имеет вид

∂tV
G = − (∂r⊥ + 2/r⊥)

(
τ − νΣ

)
, τ = ⟨uφur⊥⟩, Σ = r⊥ ∂r⊥(V

G/r⊥). (10)

содержащее напряжение Рейнольдса τ , которое является квадратичным по ам-
плитуде волн u и есть среднее по их ансамблю, и локальную силу сдвига
среднего течения Σ в дифференциальном вращении вихря. Мощность, переда-
ваемая от волн среднему течению, равна Fϵ = Σ⟨ur⊥uφ⟩, где “коэффициент
полезного действия” F < 1. Если F > 0, то мы имеем дело с феноменом отрица-
тельной турбулентной вязкости [20], в противном случае турбулентная вязкость
положительна.
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При описании динамики инерционных волн на фоне геострофического
течения мы используем линейное приближение по их амплитуде. Уравнение
Навье-Стокса, написанное в этом приближении, имеет вид(

∂t + (V G∇)
)
u+ (u∇)V G + 2 [Ω0 × u] = −∇p+ ν∆u+ f . (11)

Рассмотрение линейной по u динамики обосновывается тем, что в присутствии
вращения скорость нелинейного взаимодействия турбулентных пульсаций оце-
нивается не как | gradu| (как это было бы без вращения), а как | gradu|2/Ω0,
что значительно меньше, поскольку число Россби для турбулентного течения
| gradu|/2Ω0 предполагается малым.

В Пункте 2.3 исследуется динамика волн на фоне крупномасштабного
геострофического течения в предположении, что среднее течение локально в
пространстве представляет собой однородное в пространстве сдвиговое течение
[A5]. В декартовой системе координат Oξηz, центр которой движется по кругу
r⊥ = const с угловой скоростью V G(r⊥)/r⊥, а оси которой вращаются с этой же
угловой скоростью, так что ось Oξ всегда направлена к центру вихря, линеари-
зованное уравнение Навье-Стокса (11) по амплитуде волны u приобретает вид

(∂t − Σ η ∂ξ)u− uη Σ eξ + 2Ω [ez × u] = −∇p+ ν∆u+ f , (12)

где p определяется из условия divu = 0, ei — соответствующие единичные ба-
зисные вектора, а локальная скорость вращения жидкости Ω = Ω0 + V G(r⊥)/r⊥.
Вязкость полагается малой в смысле γ = νk2f/Σ ≪ 1. Если вихревое течение
является твердотельным, Σ = 0, то уравнение (12) описывает инерционные вол-
ны [32], у которых закон дисперсии ω = 2sΩkz/k, где k — волновое число, kz
— его проекция на ось вращения, а s = ±1 — поляризация волны. Слагаемое
−Ση∂ξu в (12) задаёт перенос волнового поля в волновом пространстве вдоль
характеристик,

k′η(t) = kη +Σtkξ, k′(t) = {kξ,k′η(t),kz}. (13)

Далее в Пункте 2.4 производится общее рассмотрение парной корреляцион-
ной функции поля скорости турбулентных пульсаций и определение их свойств
[A12]. После этого выведены общие выражения для средних величин, квадратич-
ных по амплитудам волн, — напряжения Рейнольдса, их средней кинетической
энергии и скорости вязкой диссипации в подсистеме турбулентных пульсаций
— в предположении, что сила f коротко коррелирована во времени и однород-
на в пространстве.

В Пункте 2.5 эти вычисления проводятся до конца в пределе малого числа
Россби для крупномасштабного течения,Ro = Σ/2Ω ≪ 1, и для модельного слу-
чая статистически изотропной силы f , возбуждающей инерционные волны. В
этом пределе динамика противоположных круговых поляризаций инерционных
волн оказывается независимой, и для каждой поляризации сохраняется волновое
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действие (адиабатический инвариант) k′u2 = const. Поскольку на больших вре-
менах t ≫ Σ почти все волновые вектора линейно растут со временем согласно
(13), то волны, возбуждаемые силой f , отдают свою энергию среднему течению
за время порядка 1/Σ. Величина тангенциального напряжения Рейнольдса ока-
зывается равной τ ≈ ϵ/Σ, так что параметр F отличается от единицы на малую
величину порядка γ1/3. Плотность кинетической энергии волн имеет логариф-
мическую великость, ⟨u2⟩ ∼ ln2 γ · ϵ/Σ.

В Пункте 2.6 рассматривается задача в другой постановке, когда инер-
ционная волна распространяется на фоне аксиально-симметричного вихревого
течения, имеющего произвольный медленно меняющийся в пространстве про-
филь радиальной зависимости скорости. В соответствии с экспериментальными
условиями предполагается, что инерционные волны возбуждаются на перифе-
рии долгоживущего вихря, а затем в виде сходящейся цилиндрической волны
распространяются внутрь тела вихря. У такой волны сохраняются аксиальное
целое числоm, компонента волнового вектора kz и частота ω в системе коорди-
нат, связанной с жёсткими границами течения. Положим, что инерционная волна
короткая, так что выполняется закон дисперсии ω̃ = 2sΩkz/k, где ω̃ есть частота
волны в системе координат, связанной и вращающейся вместе с элементом жид-
кости, а k = k(r⊥). Тогда, благодаря эффекту Доплера ω̃ +mV G/r⊥ = ω, так что

1

k
=

1

kf
− sm

2Ωkz

V G(r⊥)

r⊥
. (14)

Было принято, что на краю вихря при r⊥ = Ru, где V G(Ru) = 0, волновое
число k(Ru) = kf . Если в правой части (14) второе слагаемое отрицательно,
то сходящаяся цилиндрическая инерционная волна поглощается в критическом
слое поглощается в критическом слое, радиус r⊥ = R∗ которого определяется
равенством k → ∞. Такая волна переносит момент импульса, по знаку совпада-
ющий с моментом импульса вихря. Путём таких поглощений и осуществляется
поддержание вихревого течения инерционными волнами. Поглощение волны
происходит, если вихревое течение достаточно интенсивно, так что неравенство

V G(r⊥)

r⊥
>
ω

m
(15)

достигается внутри вихря. При этом длина волны 2π/kf в области r⊥ = Ru

должна быть меньше периода модуляции 2πRu/m волны в аксиальном направ-
лении, kf > m/Ru. Если неравенство (15) свести к грубой оценке, то выходит,
что для того, чтобы поглощение волн происходило эффективно, среднеквадра-
тичная скорость в вихре Vrms должна быть сравнима или больше групповой
скорости волн, которая оценивается как Ω0/kf , Vrms ≳ Ω0/kf . Это качествен-
ное соображение подтверждается нашими экспериментальными наблюдениями
[A6]. Сходящаяся инерционная волна, для которой второе слагаемое в (14) поло-
жительно, отражается на расстоянии r⊥ = Rt до оси вихря, определяющимся
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уравнением k2 = m2/r2⊥ + k2z с учётом (14). Такие волны переносят момент
импульса противоположного знака, их отражение происходит без передачи мо-
мента импульса.

В Пункте 2.7 “Заключение” подводится итог полученным закономерно-
стям.

В Третьей главе изучаются радиальные профили среднего течения в дол-
гоживущих вихрях в зависимости от контрольных безразмерных параметров
течения и граничных условий. В Пункте 3.1 “Введение” дан обзор литературы
по наблюдению и изучению долгоживущих вихрей в двумерных и вращающих-
ся трёхмерных турбулентных потоках.

Пункт 3.2 посвящён самой простой модели, когда стохастическая сила,
возбуждающая течение, коротковолновая и статистически изотропная, число
Россби мало, Ro = Σ/2Ω ≪ 1, безразмерный параметр γ = νk2f/Σ ≪ 1, а
границы течения отсутствуют [A5]. В этом пределе безразмерный параметр F
достигает своё максимальное значение, так что уравнение (10) на статистически
стационарный вихрь и его решение принимают вид

ϵ/Σ = νΣ, V G = ±
√
ϵ/ν r⊥ ln

(
Ru/r

)
, (16)

гдеRu —константа интегрирования, смысл которой есть радиус вихря. Знак ‘+’
в (16) соответствует циклоническому вихрю, в котором вращение сонаправлено
общему вращению жидкости. Знак ‘−’ соответствует анти-циклону, в котором
собственное вращение вихря подавляет общее вращение.

Далее в Пункте 3.3 эта модель расширяется на случай конечных чисел
Россби Ro и γ, когда появляется различие между циклонами и антициклона-
ми [A7]. В этом случае уже не удаётся аналитически определить “коэффициент
полезного действия” F (Ro,γ). Поэтому, используя численный счёт, мы реша-
ем динамическое уравнение на поле инерционной волны, возбуждённое силой
f , производим усреднение по её статистике, в результате чего получаем две
карты значений F на плоскости параметров Ro-γ, для циклонического и анти-
циклонического вихрей. В частности, мы находим линии на этих картах, где F
обращается в ноль: эти линии проходят по области Ro ∼ 1, когда γ ≪ 1, и
отклоняются в область малых чисел Россби, когда безразмерная вязкость дости-
гает значения порядка единицы, γ ∼ 1. После этого мы решаем стационарную
версию уравнения (10), когда его левая часть равна нулю, опять-таки числен-
ным образом. Следует заметить, что безразмерные параметры Ro и γ зависят
от расстояния до оси вихря r⊥. Радиальные профили V G(r⊥) образуют однопа-
раметрическое семейство кривых на плоскости Ro-γ. Качественные результаты
этого рассмотрения следующие. В циклонах максимум абсолютного значения
скорости течения V G смещён к центру относительно предсказаний асимпто-
тической теории (16), поскольку вблизи оси вихря его собственное вращение
усиливает полное вращение жидкости. Наоборот, в антициклоне максимум V G

смещён от центра по сравнению с предсказанием (16), поскольку собственное
21



вращение вихря подавляет полное вращение жидкости. Если это вращение пол-
ностью подавлено, то образуется область трёх-мерной турбулентности, которая
своим существованием разрушает весь вихрь. Отсюда следует ограничение на
максимально возможный размер антициклона при фиксированных глобальных
параметрах, которое отсутствует для циклонов.

В Пункте 3.4 производится учёт влияния горизонтальных стенок [A8].
Вблизи горизонтальных стенок образуются пограничные слои, называемые сло-
ями Экмана. Эти слои приводят к образованию вторичных течений в объёме,
учёт которых в уравнении на среднее течение (10) приводит к появлению эф-
фективного трения о дно: в пределе малого числа Россби в правой части (10)
появляется дополнительный член −αV G с коэффициентом α =

√
Ek · 2Ω0, где

число Экмана Ek = ν/(Ω0H
2), а H — высота сосуда. Два диссипативных ме-

ханизма — объёмная вязкость ν и трение о дно α — приводят к появлению
масштаба Rν/α =

√
ν/α. Ниже этого масштаба радиальный профиль вихря

определяет объёмная сила вязкости, что даёт профиль вида (16). Выше это-
го масштаба профиль вихря определяет трение о дно, так что мы получаем
плоский профиль V G =

√
3ϵ/α, который для двумерных вихрей был установ-

лен ранее в [21]. Путём численного решения (10) мы получили зависимость,
описывающую переход от одного асимптотического поведения к другому. Срав-
нение теории, разработанной в предыдущей главе для поглощения инерционных
волн аксиально-симметричным вихрём, с нашими экспериментальными данны-
ми [A6], производится Пункте 3.4.5. Анализ радиальной зависимости V G/r⊥ (15)
для двух режимов течения позволяет качественно объяснить наблюдающиеся от-
личия структуры долгоживущих вихрей в этих режимах. Далее, в Пункте 3.4.6,
мы анализируем случай, когда статистика возбуждающей течение силы f не
является изотропной: в основном возбуждаются волны, имеющие малое верти-
кальное волновое число kz по сравнению с горизонтальной проекцией волнового
вектора k⊥, kz ≪ k⊥ ≈ kf . Анизотропия становится существенной для процесса
передачи энергии, когда kz/kf ≪ Ro; в этом случае время передачи увеличива-
ется до Ro(kf/kz)/Σ. Мы показываем, что для неоднородных по вертикали мод
трение о дно не играет роли в процессе передачи энергии крупномасштабному
вихревому течению.

В Пункте 3.5 изучается динамика крупномасштабных аксиально-
симметричных возбуждений на фоне среднего вихревого течения в
предположении, что сила f производит мелко-масштабное геострофическое
течение, которое однородно по вертикали, а не инерционные волны [A13]. В
геофизике и физике плазмы называются также зональными. Известно [21],
что такие турбулентные пульсации передают энергию среднему течению за
гораздо бо́льшее время ∼1/νk2f по сравнению со временем поглощения инер-
ционных волн. Нами предполагается, что выполнен ряд сильных неравенств:
Σ0 ≫ ϵ1/3k

2/3
f ≫ νk2f ≫ α, которые означают, что сила сдвига Σ0 постоянной

части среднего течения является самым большим параметром, что априорное
число РейнольдсаRef велико, и что время поглощения 1/νk2f мало по сравнению
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со временем затухания 1/α. Мы показываем, что если теоретически максималь-
но возможный радиус вихря Ru ∼ α−1/2ϵ

1/6
0 k

−2/3
f [21] превышает масштаб

Rν/α, Ru ≫ Rν/α, то аксиально-симметричные возмущения конденсата в об-
ласти Rν/α ≪ r⊥ ≪ Ru являются волнами с линейным законом дисперсии и
распространяются со скоростью vg ∼

√
ανk2f r⊥. Частота таких ω ограничива-

ется сверху условием ω/νk2f ≪ r⊥/Rν/α. Длина распространения волны велика
по сравнению с её длиной как ω̃/ ln ω̃. Если число Рейнольдса Ref достаточно
велико, lnRef ≳ 10, то в вихре вблизи его границы радиальные волн становятся
неустойчивыми, разрушая вихрь. В результате максимально возможный радиус
вихря R∗

u оказывается меньше Ru, R∗
u ∼ Ru(lnRef )

3/8/Re
1/8
f .

Наконец, полученные результаты суммируются и анализируются в Пунк-
те 3.6 “Выводы”.

В четвертой главе развита теория, устанавливающая связь между корре-
ляционнымифункциями скаляра и размешивающего его гладкого в пространстве
и хаотического во времени поля скорости, в том числе, имеющего сильную по-
стоянную сдвиговую компоненту. Обзор литературы произведён в Пункте 4.1
“Введение”.

Описание математической модели перемешивания в гладком случайном
поле скорости дано в Пункте 4.2. Общим уравнением, описывающим динами-
ку скаляра ϑ, переносимого случайным потоком v, подверженного диффузии с
коэффициентом κ, и возбуждаемого внешним источником (накачкой) f , является

∂tϑ+ (v∇)ϑ = κ∆ϑ+ f. (17)

Это уравнение является скалярной версией уравнения (11) на амплитуду инер-
ционной волны в крупномасштабном поле скорости. Коэффициент диффузии κ
предполагается относительно малым. Мы предполагаем скаляр пассивным, то
есть не производящим обратного влияния на поле скорости.

Мы рассматриваем предел, в котором поле скорости v достаточно считать
гладким, так что оно может быть разложено в ряд Тейлора с радиусом сходи-
мости, превышающим все масштабы, характеризующие распределение скаляра.
Чтобы проследить за процессом перемешивания, перейдем в систему отсчёта,
движущуюся вместе с некоторой лагранжевой частицей. В ней скорость может
быть приближена линейной зависимостью

vi = (Σik + σik)rk, (18)

где Σik и σik(t) — постоянная и флуктуирующая во времени части градиента
скорости, так что среднее по времени ⟨σik⟩σ = 0. Условие несжимаемости при-
водит к tr Σ̂ = tr σ̂ = 0. Уравнение (17) принимает вид

∂tϑ+
(
Σik + σik

)
rk∂iϑ = κ∆ϑ+ f. (19)

В отличие от уравнения (12) на поле волны, распространяющейся в постоянном
сдвиговом течении, в уравнении (19) у градиента поля скорости есть, помимо
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постоянной, ещё и переменная во времени часть. В случае крупномасштабного
вихря переменная часть градиента вызвана крупномасштабными флуктуациями
течения, которые появляются, в частности, вследствие того, что центр вихря пе-
ремещается относительно границ течения. Наличие переменной составляющей
σik(t) градиента скорости значительно обогащает модель, качественно изменяя
процесс перемешивания.

Насчёт случайной силы f мы предполагаем, что она производит стати-
стически изотропные кляксы скаляра с характерным размером l. Возможно две
постановки задачи. Первую постановку мы называем “распадной задачей”, ко-
гда задано начальное распределение скаляра, а затем происходит его процесс
перемешивания при отсутствии внешней силы. В этом случае статистика рас-
пределения скаляра зависит от времени, прошедшего с момента начала процесса
перемешивания. Начальное распределение имеет нулевое среднее и полно-
стью характеризуются парной корреляционнойфункцией, поскольку мы условно
считаем, что в каждой точке перекрывается большое число случайно распо-
ложенных в пространстве клякс одинакового размера l, так что одноточечная
статистика скаляра по центральной предельной теореме определяется нормаль-
ным распределением. Во второй постановке, которую можно назвать “задачей
с непрерывной накачкой”, предполагается непрерывное действие случайной во
времени и пространстве силы f . В этом случае статистика распределения ска-
ляра не зависит от времени. Мы предполагаем, что одноточечная статистика
силы также характеризуется нормальным распределением, так что она полно-
стью определяется парной корреляционной функцией силы. Такая статистика
достигается, если воздействие силыможет быть описано как вброс клякс размера
l со случайным положением в пространстве, причём за время обратной ляпунов-
ской экспоненты 1/λ количество накопленных клякс, перекрывающихся в одной
точке, велико.

Если диффузией в (19) можно пренебречь, то перемешивание сводится к
переносу течением. В гладком поле скорости результат к моменту t начавше-
гося в момент t′ < t процесса переноса полностью определяется аффинным
преобразованием Ŵ (t,t′), которое задаёт деформацию и поворот элемента жид-
кости. Величина деформации определяется числами ϱ1 ≥ . . . ≥ ϱd (d есть
размерность пространства)—половинами логарифмов главных значений матри-
цы ŴŴ T . Это случайные величины, средние по времени скорости роста которых
суть экспоненты Ляпунова, ∂t⟨ϱi⟩ = λi (главная или просто экспонента Ляпуно-
ва λ ≡ λ1, также ϱ ≡ ϱ1). Поскольку жидкость несжимаема, то ϱ1+ . . .+ϱd = 0.
Это означает, что, тогда как по 1-му направлению элемент жидкости растягива-
ется, то он с необходимостью сжимается по крайней мере по последнему d-му
направлению. Свойства часто используемой модели коротко-коррелированного
во времени и статистически изотропного градиента поля скорости приведены
в Приложении Б.
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Малая, но конечная диффузия приводит к тому, что клякса не плотностью
повторяет деформацию элемента жидкости. Для распадной задачи корреля-
ционная функция скаляра может быть параметризована матрицей моментов
распределения скаляра

Iil(t) =

∫
F(t,r) rirl d

dr

l2
∫
F(t,r) ddr

,
dÎ

dt
=
(
Σ̂ + σ̂

)
Î + Î

(
Σ̂T + σ̂T

)
+

2λ

Pe
1̂, (20)

с начальным условием Î(t = 0) = 1̂, где число Пекле Pe = λl2/2κ. В (20)F(t,r)
есть частично усреднённая функция скаляра,

F(t,r) = ⟨ϑ(t,0)ϑ(t,r)⟩f , (21)

являющаяся результатом усреднения только по статистике начального рас-
пределения скаляра. Динамика по направлениям растяжения у матрицы Î и
элемента жидкости совпадают. По направлениям сжатия сокращение разме-
ра кляксы останавливается на диффузионном масштабе (масштабе Бэтчелора)
rκ =

√
2κ/λ. Мы предполагаем великость числа Пекле, Pe ≫ 1, то есть на-

чальный размер кляксы является большим по сравнению с диффузионным
масштабом, l ≫ rκ. Поскольку же удаление друг от друга лагранжевых траек-
торий происходит в среднем по экспоненциальному закону, то для успешного
развития асимптотическое теории перемешивания мы требуем выполнение
даже более сильного условия, ln Pe ≫ 1.

Связь свойств парной корреляционной функции со статистикой градиен-
та поля скорости для распадной задачи установлена в Пункте 4.3. Уравнение на
частично усреднённую парную корреляционную функцию

∂tF +
(
Σik + σik

)
rk∂iF = 2κ∆F (22)

совпадает с уравнением на перенос скаляра (19) в пределе нулевой диффузии.
Путём последовательных рассуждений это приводит нас к заключению, что
имеется связь между совместной функций распределения P(t,ϱ,n) (единичный
вектор n есть направление главного растяжения) и парной корреляционнойфунк-
цией скаляра F (t,r) = ⟨F(t,r)⟩σ (единичный вектор n = r/r):

P(t,ϱ,n) =
(
r/l
)d
F (t,r). (23)

В модели изотропной статистики градиента скорости, когда, в частности, сред-
нее Σik = 0, равенство (23) упрощается до P(t,ϱ) =

(
r/l
)d
F (t,r). Важно

отметить, что коэффициент rd в (23) может быть установлен как якобиан пе-
рехода от переменных {ϱ, n} к переменным r, поскольку полная вероятность∫
dϱ
∫
dd−1nP = const и интеграл Коррзина

∫
ddr F = const сохраняются во

времени и суть одно и то же. Связь между P и F нарушается на малых рассто-
яниях, когда r ≲ rκ .
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Парная корреляционная функция скаляра F не улавливает слоистости его
пространственного распределения. Эту функцию выполняет корреляционная
функция скаляра четвёртого порядка F4(t,R1,R2, R3,R4). В гладком поле ско-
рости F4 распадается на 3 вклада типа ⟨F(t,r21)F(t,r43)⟩σ , где rµν = Rµ −Rν

[64]. Функция F4 испытывает особенность, когда вектора r21, r43 становятся
почти параллельными, поскольку в этом случае при усреднении по статисти-
ке скорости множители F(t,r21) и F(t,r43) одновременно достигают своих
максимумов, что соответствует одновременному уложению обоих векторов (их
начал и концов) r21, r43 в слой с однородным значением скаляра. Процедура,
аналогичная той, которая привела нас к равенству (23), для F4 может быть про-
делана только в трёхмерном случае. В Пункте 4.4 мы проводим вычисления
при упрощающем предположении о том, что каждый вклад зависит только от
R̂ = r21r

T
21 + r43r

T
43. Равносильным требованием является гауссовость про-

странственной зависимости частично усреднённой корреляционной функции,
F(t,r) ∝ exp(−rT Î−1r/2). Это является требованием к начальному распре-
делению скаляра как к инструменту измерения статистики поля скорости. Для
статистически изотропного течения мы установили, что

P (t,ϱ,ϱ2) =
1

2

(r
l

)4 (r⊥
l

)2
F4 (t,r,r⊥), F4 (t,r,r⊥) =

〈
F(t,r)F(t,r⊥)

〉
σ
. (24)

в области r⊥ ≪ r, где r2 и r2⊥ суть ненулевые собственные значения матрицы R̂. В
(24) под F4(t, r, r⊥) следует понимать один из трёх вкладов. Угловая особенность
сглаживается на диффузионном масштабе, когда r⊥ ≲ rκ .

Двумерный случай оказывается в определённом смысле слишком низко-
размерным для 4-х точечной корреляционной функции. В частности, имеется
ограничение ϱ2 = −ϱ вследствие несжимаемости. Поэтому структура вклада F4

оказывается отличной от (24), зависящей от диффузии, и потому она менее уни-
версальна. Мы вычисляем F4 в модели коротко-коррелированного по времени
градиента скорости. Если площадь, натянутая на вектора r21, r43, не возросла,
так что rr⊥ ≪ l2, то корреляционная функция 4-го порядка совпадает с парной
корреляционной функцией, F4(t, r, r⊥) ∼ F (t,r) (мы положили, что F (0,0) ∼ 1).
Этот ответ верен до r ≪ l2/κ , в пределе больших расстояний и почти коллине-
арной геометрии r ≫ l2/rκ , r⊥ ≲ rκ амплитуда F4 дополнительно сокращается,
F4(t, r, r⊥) ∼ (l2/rrκ )F (t, r) вследствие того, что меньший размер клякс дости-
гает диффузионного масштаба. Вне этих областей, когда 1 ≲ ln(r⊥r/l

2) ≪ ln Pe
при r ≪ l2/rκ и 1 ≲ ln(r⊥/rκ) ≪ ln Pe при r ≫ l2/rκ, корреляционная функция
имеет вид

F4(t,r,r⊥) ∼
l2

rκ r
exp

(
−λt

2

(
1 +

ln(r/l)

λt

)2)
·
(
rκ
r⊥

)2(ln(r/l)+λt)−1

. (25)

Эти выражения дляF4 получены нами двумя способами. Первый способ предпо-
лагает поиск оптимальной флуктуации— такой реализации процесса σ̂, которая
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с учётом её реализации обеспечивает наибольший вклад в корреляционную
функцию. При этом мы используем, что плотность распределения вероятности
P(t,ϱ) имеет автомодельный вид, выражаясь через энтропийную функцию S,
P(t,ϱ) ∼ exp(−λt S(ϱ/λt)) [42]. Второй способ основан на прямом решении
уравнения Фоккера-Планка на корреляционную функцию. Получение уравне-
ний на корреляционные функции скаляра в модели коротко-коррелированного
во времени градиента поля скорости вынесено в Приложение В. Выражение (25)
непрерывно переходит в ответ для почти коллинеарной геометрии при r ≫ l2/rκ.
Однако, если принять r ≪ l2/rκ и устремить r⊥ → l2/r, (25) вF (t,r) не перейдёт,
оставаясь значительно меньше этого значения. Таким образом, угловая зависи-
мость при таких r сильно зависит от начальных условий.

Статистические свойства перемешивания в случайном течении с силь-
ной сдвиговой компонентой Σxy ≡ Σ изучены в Пункте 4.5. Известно, что в
сдвиговом течении со слабыми гладкими флуктуациями лагранжевы траектории
испытывают периодические провороты, а статистика распределения по углам
сильно анизотропна, так что бо́льшую часть времени вектор между двумя близ-
кими лагранжевыми траекториями составляет малый угол ∼ ψ∗ = (D/Σ)1/3 с
направлением линий тока сдвигового течения, гдеD есть характерная амплитуда
случайной компоненты σyx; слабость флуктуаций означает D/Σ ≪ 1. Для того,
чтобы диффузия могла считаться малой, требуется неравенствоDl2/κ≫ 1 [65].
Мы показываем, что перемасштабированием координаты x̃ = ψ∗x картина дина-
мики лагранжевых траекторий хотя и не становится статистически изотропной,
но качественно приближается к этому пределу. В частности, алгоритм расчёта
парной корреляционной функции почти совпадает с тем, как она вычислялась
для статистически изотропного случая. Это качественное соответствие позволя-
ет нам рассчитывать, что результаты, полученные нами выше для статистически
изотропного случая, качественно применимы и здесь. В рамках исследования од-
ноточечной статистики скаляра в распадной задаче мы вычисляем энтропийную
функцию S(ϱ/λt) для модели коротко-коррелированных во времени флуктуа-
ций скорости. Эта модель представляется оправданной, поскольку характерное
время корреляции поля скорости оценивается как 1/Σ, тогда как экспонента Ля-
пунова λ ∼ (DΣ2)1/3 ≪ Σ. Усреднённые моменты, полученные методом поиска
оптимальной флуктуации, оцениваются как

⟨|ϑ|α⟩ ∼


1, λt < aκ,

exp
(
− λt S(−aκ/λt)

)
, aκ < λt < aκ/ξα,

exp
(
αaκ/2− qαλt

)
, aκ/ξα < λt,

(26)

где преобразование Лежандра функции энтропии qα = αξα/2 + S(ξα) по ξα
определяется через уравнение ∂ξS(ξ) = −α/2, а 2aκ = ln(Dl2/κ). При этом
должно быть ξα > 0, для чего α необходимо оставаться ниже некоторого порога,
α < αcr. Для вычисленной нами функции S порог αcr = 2, это значение совпада-
ет со значением αcr для статистически изотропного коротко-коррелированного
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во времени процесса σ̂ [43]. Если α превышает порог αcr, то оптимальная флук-
туация на временах λt > aκ соответствует динамике, в которой диффузия не
играет роли, поскольку оптимальное ϱ∗ = aκ, что соответствует второй асимп-
тотике в (26).

Мы также исследовали одноточечную статистику скаляра в условиях
непрерывной накачки. Тело функции распределенияPDF (ϑ) соответствует нор-
мальному распределению с ⟨ϑ2⟩ = aκ. При больших отклонениях, ϑ ∼ aκ,
происходит кроссовер к асимптотике PDF (ϑ) ∼ exp(−

√
2S(0) |ϑ| − S′(0) aκ).

Как мы показали, в модели коротко-коррелированных по времени флуктуаций
поля скорости значение производной энтропийной функции S′(0) = −1.

В Пункте 4.6 “Заключение” производится анализ совокупности получен-
ных результатов.

В заключении подведены основные итоги исследования, сформулиро-
ваны рекомендации по использованию полученных результатов и обозначены
перспективы дальнейшей разработки темы исследования. Основные результаты
работы заключаются в следующем:

1. Рассмотрена генерация приповерхностного вихревого течения поверх-
ностными волнами в слабо-вязкой жидкости в присутствии жидкой
эластичной поверхностной плёнки. Получено аналитическое выраже-
ние для приповерхностного вихревого течения, вызванного волновым
движением. Передача импульса от волн вихревому течению проис-
ходит в тонком слое, включающем в себя гребни и впадины волны
вместе с вязким подслоем. Механизм возбуждения вихревого течения
может быть интерпретирован как результат действия эффективной по-
верхностной касательной силы— виртуального волнового напряжения.
Напряжение пропорционально второй степени амплитуды волны, так
что волновой вектор возбуждаемого вихревого течения равен разности
волновых векторов двух волн. Пока вихревое течение остаётся слабым
и потому ламинарным, процесс его распространения вглубь являет-
ся диффузионным и происходит за счёт вязкости. Присутствие плёнки
увеличивает затухание волны и, тем самым, приводит к увеличению ам-
плитуды виртуального волнового напряжения.

2. Детально проанализирована зависимость виртуального волнового на-
пряжение от амплитуды упругого модуля сжатия плёнки для моно-
хроматического по времени волнового движения. Установлено, что
присутствие несжимаемой плёнки на поверхности приводит к увели-
чению амплитуды вынужденного вихревого эйлерова течения в 25/2/γ
раз (γ =

√
νk2/ω — малый параметр теории, ω, k — частота и

волновое число, ν — вязкость) для неограниченного в горизонталь-
ном направлении водоёма, тогда как добротность волны сокращается
в 23/2/γ по сравнению с пределом чистой поверхности. По мере сни-
жения модуля упругого растяжения плёнки амплитуда вынужденного
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вихревого течения ведёт себя немонотонно, достигая сперва макси-
мума, а затем убывая до своего значения для чистой поверхности.
Значения амплитуды в максимуме в

√
2 раз больше его значения в

пределе несжимаемой плёнки. В этой области параметров амплитуда
скорости дрейфа Стокса пренебрежимо мала по сравнению с амплиту-
дой установившейся во времени эйлеровой части массового транспорта.
Показано, что пространственная структура в горизонтальной плоскости
массового транспорта остаётся неизменной при изменении упругости
плёнки, изменяется только его амплитуда и вертикальная зависимость.

3. Рассмотрен интересный с точки зрения экспериментальной реализации
случай, когда волновое движение представляет собой две ортогональ-
ные бегущие или стоячие волны. Установлена аналитическая зависи-
мость амплитуды вихревого течения от горизонтальной и вертикальной
координат, величины модуля упругого сжатия плёнки и времени. То же
самое сделано для случая двух распространяющихся под малым углом
друг к другу волн. Поскольку в последнем варианте масштаб вихрево-
го течения значительно превышает длину волн, исследован кроме того
предел, когда жидкость является глубокой для волн, но должна быть
учтена её конечная глубина при описании динамики вихревого течения.

4. Разработан комбинированный метод опосредованного измерения моду-
ля упругого сжатия поверхностной жидкой плёнки, который является
основным параметром при описании возбуждения вихревого течения
поверхностными волнами. Одновременное измерение линейной скоро-
сти затухания волн с учётом трения о стенки бассейна, соотношения
амплитуд вертикальной и горизонтальной скоростей в волне и ам-
плитуды возбуждаемого вихревого течения позволили с достаточной
точностью определить параметр теории из совокупности эксперимен-
тальных данных, тем самым подтвердив применимость теории для
описания экспериментальных данных.

5. Произведено исследование взаимодействия инерционной волны с
крупно-масштабным геострофическим течением. Динамика плоской
инерционной волны была исследована в рамках модели, в которой
крупномасштабное геострофическое аксиально симметричное течение
локально в пространстве представляется однородным в пространстве и
времени сдвиговым течением силы Σ. Установлен механизм, по кото-
рому инерционные волны передают свою энергию геострофическому
вихревому течению. В пределе малого числа Россби динамика волн
с противоположными поляризациями оказывается независимой, для
каждой поляризации сохраняется волновое действие. Поэтому запа-
сённая в волне энергия уменьшается с ростом абсолютного значения
волнового вектора, который происходит вследствие воздействия на
волну сдвигового течения. Благодаря этому механизму инерционные

29



волны формируют касательное напряжение Рейнольдса, которое дей-
ствует как отрицательная турбулентная диффузия, поддерживающая
дифференциальное вращение в вихре. Найден радиальный профиль
средней скорости в вихре в отсутствии трения о дно — линейно-
логарифмическая зависимость. Показано, что часть энергии, которая
выделяется в тепло благодаря действию вязкости в секторе инерци-
онных волн, относительно мала как γ1/3 (γ = νk2f/Σ ≪ 1 — малый
параметр теории, где kf есть характерное волновое число).

6. Исследовано влияние конечности чисел Россби и Рейнольдса на
структуру циклонов и антициклонов. Численно рассчитано значе-
ние радиально-азимутального напряжения Рейнольдса в циклонах
и антициклонах. Установлены радиальные профили циклонов и
анти-циклонов. Локальная скорость вращения жидкости в циклоне воз-
растает при приближении к его оси, тогда как в антициклоне она падает.
Иными словами, абсолютное значение числа Россби при приближении
к оси падает в циклоне и увеличивается в антициклоне. Вследствие
этого у циклонов максимум средней азимутальной скорости сдвигается
ближе к оси вихря, тогда как антициклонов — дальше от оси вихря
по сравнению с пределом малого числа Россби, для которого имеет
место линейно-логарифмический профиль. Поскольку для устойчиво-
сти вихревого течения требуется, чтобы абсолютное значения числа
Россби не превышало определённый порог, то указанная особенность
антициклонов приводит к ограничению их максимально возможного
размера.

7. Мы исследовали роль границ, ортогональных оси вращения, в форми-
ровании радиального профиля когерентного вихря. Установлено, что
вышемасштаба, на котором сравнивается действие объёмной вязкости и
эффективного трения о дно, доминирует трение о дно, которое изменяет
линейно-логарифмический профиль на профиль с постоянным значе-
нием азимутальной скорости. Кроме того, мы установили, что трение о
дно может снижать эффективность передачи энергии когерентному те-
чению от турбулентных пульсаций только в случае, если эти пульсации
являются мелко-масштабным геострофическим течением.

8. Мы исследовали задачу о распространении инерционной волны на
фоне геострофического течения в пространственно-неоднородной по-
становке задачи: было предположено, что пакет сходящихся цилин-
дрических волн распространяется в аксиально-симметричном вихре.
Была рассмотрена волна с фиксированными сохраняющимися волно-
выми числами, имеющая заданное волновое число на его периферии.
Было установлено, что, если волна переносит момент количества дви-
жения, по знаку совпадающий со направлением вращения вихря, то
по мере распространения пакета вглубь вихря волновой вектор пакета
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приобретает всё бо́льшую радиальную компоненту, которая при доста-
точной интенсивности вихря обращается в бесконечность. В результате
частота инерционной волны в системе отсчёта, связанной с элемен-
том её содержащей жидкости, падает со временем. Регуляризация этого
процесса происходит за счёт действия вязкости, что приводит к по-
глощению волны. Показано, что для того, чтобы инерционная волна
могла быть поглощена геострофическим течением, и прозошла пере-
дача момента импульса и энергии волны геострофическому течению,
требуется, чтобы характерная разность скоростей в разных областях
вихря превосходила групповую скорость волны на его периферии. Этот
качественный критерий был подтверждён экспериментальными данны-
ми. Если же волна переносит угловой момент противоположного знака,
то происходит её отражение, так что передача момента импульса от
волны геострофическому течению отсутствует. Указана аналогия между
поглощением инерционной волны геострофическим течением и погло-
щением внутренней волны горизонтальным течением с вертикальным
сдвигом в стратифицированной жидкости.

9. Рассмотрены малые по амплитуде аксиально-симметричные возбужде-
ния в аксиально-симметричном когерентном вихре, называющиеся
зональными течениями. Было предположено, что источником
поддержания когерентного течения является геострофическое мелко-
масштабное течение. В конденсате, насыщение которого достигнуто за
счёт трения о дно, в высокочастотной области возбуждения представля-
ют собой волны с линейным законом дисперсии, скорость оценивается
как vg ∼ r⊥

√
ανk2f , а длина пробега велика по сравнению с длиной

волны (r⊥ — расстояние до оси вихря, α— коэффициент трения о дно,
1/kf — характерный масштаб турбулентных пульсаций). В вязком кон-
денсате закон дисперсии совпадает с законом дисперсии волн в вязком
нестационарном слое, так что волны являются нераспространяющими-
ся.

10. Рассмотрена задача о перемешивании скалярного поля хаотическим по-
током на масштабах меньше, чем корреляционная длина градиента поля
скорости, так что локально поток достаточно приблизить линейным в
пространстве профилем, в условиях слабой молекулярной диффузии.
Поток предполагался случайным во времени с изотропной статистикой.
Было показано, что пространственная зависимость парной корреля-
ционной функции скаляра в распадной задаче на больших временах
описывает распределение расстояния между двумя близкими лагран-
жевыми траекториями при их фиксированном расстоянии в начальный
момент времени.

11. Для описанной в предыдущем пункте постановки задачи о переме-
шивании скаляра установлена связь между корреляционной функцией
четвёртого порядка и статистическими свойствами потока. Показано,
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что в трёх-мерном случае пространственная зависимость этой корре-
ляционной функции описывает совместную функцию распределения
двух степеней растяжения элементарного объёма жидкости. В част-
ности, поведение корреляционной функции на угловых особенностях
соответствует статистике второй степени растяжения при фиксиро-
ванном значении главной степени растяжении. В двумерном случае в
несжимаемом потоке есть только одна независимая степень растяже-
ния элементарного объёма жидкости. Вследствие этого связь между
корреляционного функцией четвёртого порядка оказывается менее уни-
версальной. Нами установлена форма угловой зависимости в модели
коротко-коррелированной во времени статистике потока. На расстоя-
ниях r ≪ l2/rκ (l — исходная корреляционная длина распределения
скаляра в пространстве, rκ — диффузионный масштаб) форма угловой
особенности определяется начальными условиями распределения ска-
ляра, но бо́льших расстояниях эта зависимость пропадает.

12. Рассмотрена задача о перемешивании скалярного поля в случайном
гладком двумерном течении с сильной средней сдвиговой компонентой.
Установлена статистика моментов пассивного скаляра для распадной
задачи. Статистика выражена через преобразование Лежандра от функ-
ции Крамера, описывающей статистику деформации малого элемента
жидкости на больших временах. Установлены свойства функции Кра-
мера для модельной задачи с коротко-коррелированным по времени
полем скорости. Для задачи с непрерывным возбуждением флуктуаций
пассивного скаляра установлено, что хвост функции распределения,
описывающий высокие моменты, является экспоненциальным, тогда
как тело функции распределения близко́ к нормальному распределению.
Нами было показано, что путём перемасштабирования одной из коорди-
натных осей задача с определёнными говорками качественно сводится
к задаче о перемешивании в статистически изотропном хаотическом те-
чении. Поэтому следует ожидать, что результаты, полученные нами для
для корреляционных функций второго и четвёртого порядков, приме-
нимы при правильной их адаптации и для потока с сильной сдвиговой
компонентой.
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