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Общая характеристика работы

Данная работа посвящена применению геометрических методов для изуче-
ния бэкграундов теории струн. Работа разделена на три главы. Первая со-
держит краткое введение в теорию струн и переформулировку физических
проблем в геометрических терминах. Основная часть работы содержится во
второй главе. Она посвящена основному объекту исследования, а именно спе-
циальной Кэлеровой геометрии, которая определяет константы связи низко-
энергетической теории струн в бэкграунде компактификации на многообра-
зие Калаби-Яу. В этой главе мы объясняем новый метод вычисления спе-
циальной геометрии, использующий связь с суперсимметричными теориями
Ландау-Гинзбурга, и применяем его к большому числу струнных бэкграун-
дов. Наконец в третьей части мы изучаем недавний подход к специальной
геометрии основанный на связи суперструнных компактификаций с опреде-
лёнными линейными сигма моделями, вычисления в которых проводятся с
использованием суперсимметричной локализации.

Актуальность темы исследования. В теории суперструн сосредоточе-
на значительная часть исследований математической и теоретической физи-
ки последних нескольких десятилетий. За это время теория струн позволила
пролить свет на множество интегрируемых и суперсимметричных физиче-
ских теорий в разных размерностях, а также спровоцировала большой скачок
в математике.

Специальная геометрия является одним из важных объектов, который
позволяет как вычислять корреляционные функции в соответствующих фи-
зических теориях, изучать различные дуальности, так и является важной
математической характеристикой многообразий Калаби-Яу и входит в пред-
мет исследования зеркальной симметрии.

Цель работы. На протяжении всего развития теории струн существен-
ную роль в ней играют дуальности: Т-дуальность, S-дуальность, AdS/CFT
соответствие, интегрируемые дуальности, зеркальная симметрия, симплекти-
ческая дуальность и другие. Дуальности основаны на том, что одна и та же
физическая теория может иметь совершенно различные описания, возможно,
в разных режимах. В таком случае можно использовать методы каждого из
описаний для исследования теории. Основной целью данной работы являет-
ся применение дуальности Ландау-Гинзбург – Калаби-Яу для исследования
специальной геометрии, возникающей при компактификации теории струн
на многообразия Калаби-Яу.

Задачи научно-квалификационной работы. В первой части работы
после построения соответствующего формализма мы предложим эффектив-
ный метод вычисления специальной Кэлеровой геометрии и применим его
в ряде примеров. Затем мы проведём вычисления статистических сумм в
специальных линейных сигма моделях и, с помощью зеркальной симметрии,
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построим соответствие со специальной геометрией многообразий Калаби-Яу
изученных в основной части работы.

Научная новизна. Основные результаты диссертации состоят в следу-
ющем:

1. Разработан новый эффективный метод вычисления специальной Кэле-
ровой геометрии на пространстве модулей комплексных структур мно-
гообразий Калаби-Яу.

2. Проведено вычисление специальной геометрии в окрестности орби-
фолдных точек для ряда различных многообразий Калаби-Яу. В случае
трёхмерной квинтики в проективном пространстве вычислена специаль-
ная геометрия на 101-мерном пространстве модулей. Для гиперповерх-
ностей типа Ферма проведено вычисление для всех полиномиальных
деформаций комплексных структур. Для многообразий Калаби-Яу ти-
па Берглунда и Хубша, то есть задаваемых обратимыми особенностями
во взвешенных проективных пространствах, найдена формула для мет-
рики специальной геометрии при определённых ограничениях на поли-
номиальные деформации комплексной структуры.

3. Построены линейные калибровочные сигма модели зеркально двой-
ственные гиперповерхностям Ферма. Явна посчитаны статистические
суммы таких теорий на сфере, предъявлено зеркальное отображение,
при котором статсумма совпадают с экспонентой Кэлерова потенциа-
ла специальной Кэлеровой метрики для соответствующей гиперповерх-
ности Ферма. Таким образом проверена гипотеза о связи статсуммы
линейной калибровочной сигма модели и специальной геометрии нели-
нейной сигма модели.

Научная и практическая значимость. Оригинальное вычисление спе-
циальной геометрии проведённое в работе Канделаса с соавторамиповлекло
значительный толчок к развитию зеркальной симметрии - соответствию гео-
метрии Кэлеровых и комплексных модулей различных многообразий Калаби-
Яу. С тех пор роль специальной геометрии стала понятна во многих областях
физики суперструн и математики. В частности, она необходима для описа-
ния квазиреалистичных вакуумов теории суперструн, которые претендуют
на феноменологию Стандартной Модели.

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались ав-
тором на семинаре сектора квантовой теории поля ИТФ РАН, семинаре “Ин-
тегрируемые структуры в статистических и полевых моделях” в Институте
Проблем Передачи Информации. Также отдельные части докладывались на
ряде конференций и семинаров. В частности: семинар группы интегрируе-
мых систем в SISSA, Триест; конференция “Categorical and Analytic Invariants
in Algebraic Geometry V”, Осака, семинар “Mathstring” IPMU, Токио; аспи-
рантский семинар Caltech, Пасадина; семинар по математической физике в
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Высшей Школе Экономики, семинар по математической физике в Сколтехе,
конференция “StringMath”, Сендай; семинар “Современные геометрические
методы” в МГУ.

Публикации и личный вклад автора. Данный текст отражает резуль-
тат работы автора совместно с научным руководителем и коллегами. Боль-
шая часть представленных результатов опубликована в работах [1—5]

Структура научно-квалификационной работы. Первая глава
этой работы является введением. В ней мы формулируем физические
вопросы теории струн на геометрическом языке и развиваем необходимый
математический формализм. Факты изложенные в этой главе являются
переизложением хорошо известных в литературе по теории струн постро-
ений. После исторического введения в разделе 1.1 мы, следуя классикам,
начинаем описание теории струн с точки зрения конформной теории поля на
мировом листе. В частности, мы обсуждаем суперсимметрию в теории струн,
ГСО-проекцию, и построение безмассового сектора в плоском бэкграунде.
Во второй части главы мы переходим к описанию с точки зрения таргет-
пространства и низкоэнергетических эффективных теорий супергравитации.
Мы объясняем феномен струнной компактификации, которая интерпрети-
руется как определённый класс суперсимметричных бэкграундов теории,
а также объясняем роль многообразий Калаби-Яу в этой конструкции.
Дальше, в разделе 1.4 мы приводим свойства многообразий Калаби-Яу,
которые оказываются необходимы для изучения струнных компактифика-
ций и показываем, как геометрия этих многообразий определяет физику
безмассового сектора теории.

Глава 2 этой работы является основной и содержит бо́льшую часть ре-
зультатов [1—4]. Она начинается с описания основного объекта исследования
данной работы - специальной Кэлеровой геометрии и того, как она возникает
в теории суперструн в контексте первой главы, после чего мы рассматрива-
ем специальную геометрию в контексте нелинейных сигма моделей в раз-
деле 2.1.1. Там же мы описываем математические объекты, связанные со
специальной геометрией, которые также естественно появляется в теориях
Ландау-Гинзбурга и топологических теориях поля, а именно Фробениусовы
многообразия и tt∗-геометрию.

После этого, в разделе 2.2 мы переходим к описанию непосредственно
теорий Ландау-Гинзбурга, которые мы будем использовать для вычисления
специальной геометрии для нелинейных сигма моделей. Наконец, результаты
автора этой работы представлены в разделе 2.3.

На хорошо известном примере зеркальной квинтики, где вычисления спе-
циальной геометрии уже были проделаны, мы объясняем основные идеи на-
шего метода. В частности, киральные кольца RQ

0 , представление периодов
через осциллирующие интегралы, понятие вещественной структуры M j̄

i на
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киральном кольце и основную рабочую формулу для специальной геомет-
рии (2.3.72).

После описания нашего метода и вычисления для случая зеркальной квин-
тики, мы переходим к самой квинтике, для которой первое вычисление специ-
альной геометрии появилось в совместной работе автора с научным руково-
дителем [2]. В этом же разделе мы демонстрируем ещё один способ вычисле-
ния вещественной структуры основанный на монодромии и получаем явную
формулу для специальной геометрии (2.3.122).

Следующая серия примеров - гиперповерхности Ферма, которые су-
щественно обобщают пример квинтики. Среди трёхмерных многообразий
Калаби-Яу имеется почти сто топологически различных гиперповерхностей
заданных уравнением типа Ферма. Обобщение нашего метода на эти случаи
не составляет труда. Единственное осложнение заключается в том, что для
многообразий такого типа все модули комплексных структур не всегда реа-
лизуются полиномиальными деформациями, а наш метод работает именно с
такими. Демонстрируя ещё один метод вычисления вещественной структуры
мы получаем ответ для специальной геометрии (2.3.161).

Последний и самый общий случай, для которого мы используем наш ме-
тод в этой работе носит название обратимых особенностей или случая Берг-
лунда и Хубша. Количество таких многообразий в трёх измерениях состав-
ляет несколько тысяч. Накладывая некоторые ограничения на вид полино-
миальных деформаций или самого многообразия мы естественно обобщаем
наши рассуждения, используем очередной метод для нахождения веществен-
ной структуры и получаем формулу (2.3.204).

Вторая глава данной работы заканчивается заключением, где мы фор-
мулируем часть приложений наших формул, а также намечаем направления
дальнейших исследований.

Глава 3 посвящена связи специальной геометрии и суперсимметричной ло-
кализации. Ещё давно Виттен показал, что как теории Ландау-Гинзбурга, так
и нелинейные сигма модели можно получать определёнными пределами так
называемых линейных калибровочных сигма моделей (ЛКСМ). В частности
через ЛКСМ можно проследить соответствие топологически твистованных
моделей. Относительно недавно две группы учёных: Бенини, Кремонези и
Гомиз с Дороудом провели вычисления статистической суммы ЛКСМ на дву-
мерной сфере с круглой метрикой. Джокерс с соавторами высказали гипотезу,
которая связывает эту статсумму со специальной геометрией Кэлеровых мо-
дулей. В начале главы мы обсуждаем ЛКСМ, которые будут использоваться
в дальнейшем. Во второй части главы мы обсуждаем зеркальную симметрию
в подходе Батырева, после чего модифицируем конструкцию так, чтобы по-
строить явно ЛКСМ, которые соответствуют зеркальным образам квинтики
и всех гиперповерхностей типа Ферма. После чего мы проводим вычисления
статсуммы на сфере и предъявляем зеркальное отображение, при котором
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эта статсумма совпадает с точностью до несущественного множителя, с экс-
понентой Кэлерова потенциала специальной метрики (3.2.16), (3.2.31). Та-
ким образом, с одной стороны мы получаем независимую проверку гипотезы
Джокерса в большом числе случаев, а с другой получаем ещё одно удобное
выражение для специальной геометрии.

Структура и объём работы. Диссертация состоит из введения и трёх
глав, содержит 152 страницы, включая 8 рисунков и список литературы из
94 наименований.

Содержание работы

Первая глава работы посвящена обзору проблемы компактификации в тео-
рии струн и не содержит существенно новых результатов. Целью этой главы
является построение связи между физическими аспектами теории струн и
геометрией многообразий Калаби-Яу, а также подготовка необходимого язы-
ка для второй главы.

Во введении 1.1 проводится обзор основных идей суперструнных компак-
тификаций, а также обрисовывается подход используемый в данной работе.

Раздел 1.2 посвящён описанию теории суперструн в плоском десятимер-
ном пространстве-времени. В первой части теория струн строится с помощью
конформной теории поля на мировом листе в формализме Невьё-Шварца-
Рамона. Для этого рассматривается теория десяти свободных бозонов и фер-
мионов, которая обладает N=(2,2) суперконформной симметрией. Интегри-
рование по всевозможным двумерным поверхностям проводится с помощью
духов Фаддеева-Попова, а именно b − c − β − γ системы, которая также об-
ладает N=(2,2) симметрией. Взаимолокальность и стабильность теории до-
стигается ГСО-проекцией, оставляющей состояния с фиксированной чётно-
стью фермионного числа. В безмассовом секторе теории имеются частицы,
которые интерпретируются как гравитоны и их суперпартнёры в десяти-
мерном пространстве-времени. Во второй части раздела описывается подход
пространства-времени к описанию безмассового сектора теории как десяти-
мерной теории IIA или IIB супергравитации.

В разделе 1.3 описывается компактификация суперструны на шести-
мерное многообразие с точки зрения низкоэнергетической теории безмас-
сового сектора состояний струны. Используя обобщение редукции Калуцы-
Клейна низкоэнергетическая четырёхмерная теория оказывается теорией су-
пергравитации, константы связи которой определяются компактифицирую-
щим многообразием.

Наличие ненарушенной четырёхмерной суперсимметрии требует суще-
ствования ковариантно постоянного спинора на компактном многообразии.
Такие многообразия оказываются многообразиями Калаби-Яу, и раздел 1.4
посвяшён описанию основных свойств их геометрии и связи этой геометрии с
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четырёхмерной теорией супергравитации. В частности, элементы групп кого-
мологий соответствуют безмассовым четырёхмерным мультиплетам получа-
ющимся при компактификации теории суперструн. После изучения когомо-
логий многообразий Калаби-Яу раздел завершается конкретным описанием
частиц четырёхмерной супергравитации в терминах когомологий компакти-
фицирующего многообразия.

Вторая глава диссертации является основной и содержит бо́льшую
часть новых результатов. Эта глава основана на результатах статей [1—4].
Раздел 2.1 посвящён описанию специальной Кэлеровой геометрии. Изложе-
ние начинается с изучения констант связи в четырёхмерных N = 2 супер-
симметричных калибровочных теориях. Векторный N = 2 мультиплет груп-
пы U(1) состоит из калибровочного поля, двух Майорановских фермионов
и комплексного скаляра. Этот мультиплет раскладывается в сумму N = 1
векторного и кирального мультиплетов

(Aµ, λα, λ̃α, φ) = (Aµ, λα) + (λ̃α, φ). (1)

В d=4 N=1 суперсимметричной калибровочной теории скаляры киральных
мультиплетов являются координатами на Кэлеровом многообразии, а для
векторных мультиплетов имеется симплектическая электромагнитная дуаль-
ность. В N=2 суперсимметрии эти две структуры смешиваются преобразова-
ниями суперсимметрии, а потому самосогласованы друг с другом.

Из условия согласования следует наличие препотенциала F , являющего-
ся голоморфной функцией скалярных полей и определяющего все константы
связи N=2 векторных мультиплетов. Кэлеров потенциал метрики (кинетиче-
ского члена скаляров) на пространстве модулей выражается формулой

K(φ, φ̄) = i(φi∂iF (φ)− φi∂iF (φ)). (2)

Трёхточечные константы связи пропорциональны третьим производным пре-
потенциала. Формулы специальной геометрии инвариантны относительно
симплектических преобразований вектора (φi, ∂jF (φ)).

В теории гравитации специальная геометрия модифицируется и носит на-
звание локальной или проективной специальной геометрии. В гравитацион-
ном супермультиплете имеется векторный гравифотон, который смешивается
с обычными фотонами, в результате чего теория включающая n векторных
мультиплетов описывается проективной специальной геометрией с n+1 од-
нородной координатой, только n из которых являются независимыми. Од-
нородные координаты za являются сечениями линейного расслоения L над
таргет-многообразием скаляров M . В теориях супергравитации существует
препотенциал степени однородности 2, а формула (2) описывает метрику на
тотальном пространстве расслоения L . Метрика на базе расслоения M яв-
ляется естественной фактор-метрикой и имеет Кэлеров потенциал

e−K(X,X̄) = i(zaFa − zaFa), (3)
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где Fa = ∂aF (X). Математически локальная специальная геометрия на мно-
гообразии M задаётся следующим образом: имеется плоское Sp(2n + 2,R)
голоморфное расслоение V → M , линейное расслоение L → M и сечение
их тензорного произведения Ω ∈ Γ(M , V ⊗L ) такие, что Кэлерова форма
ω на M задаётся по формуле

ω = − i

2π
∂∂̄ log〈Ω,Ω〉, (4)

(в частности, c1(L ) = ω) и

〈Ω, DaΩ〉 = 〈Ω, ∂aΩ− ∂aKΩ〉 = 〈Ω, ∂aΩ〉 = 0. (5)

В следующей части раздела идёт описание локальной специальной геомет-
рии возникающей при компактификации струн типа IIA и IIB на трёхмерные
комплексные многообразия Калаби-Яу. В случае струны типа IIB специаль-
ные координаты и производные препотенциала (za, Fa) являются интеграла-
ми (периодами) голоморфной формы объёма Ω по базису трёхмерных циклов
с симплектической матрицей пересечений и не имеют квантовых поправок:

za =

∫
Aa

Ω, Fb = −
∫
Bb

Ω, (6)

где Aa ∩Ab = Ba ∩Bb = 0, а Aa ∩Bb = δab . В этом случае Кэлеров потенциал
специальной метрики выражается непосредственно через интеграл Ω:

e−K =

∫
Ω ∧ Ω. (7)

Таким образом, для вычисления констант связи эффективной теории необхо-
димо научиться вычислять периоды голоморфной формы объёма на многооб-
разии. Заметим, что форма объёма определена с точностью до умножения на
голоморфную функцию координат M , что выражает тот факт, что периоды
являются сечениями расслоения L .

В теории струн типа IIA препотенциал выражается через числа пересече-
ния 2-форм на многообразии и содержат квантовые поправки в виде вкладов
от голоморфных инстантонов, инвариантов Громова-Виттена. Раздел завер-
шается описнием другой структуры, которая тесно связана с голоморфным
препотенциалом F , а именно структуры Фробениусова многообразия снаб-
жённого tt∗-метрикой.

Раздел 2.2 посвяшён описанию N=(2,2) суперсимметричных моделей
Ландау-Гинзбурга. Лагранжиан теории состоит из кинетического D-члена и
голоморфного суперпотенциала W (x), F-члена. Так называемые киральный
и антикиральный сектора состояний теории оказываются нечувствительны
к кинетическому D-члену, и их корреляционные функции полностью опре-
деляются суперпотенциалом. Корреляционные функции удобно вычислять
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используя топологический твист [17] теории. Киральное кольцо изоморфно
кольцу Милнора суперпотенциала

R =
C[X1, · · · , Xn]

(∂1W, · · · , ∂nW )
. (8)

Топологическая двухточечная функция полей Φi,Φj (являющаяся частным
случаем трёхточечной функции оригинальной теории) выражается формулой

ηij = Res
Φi(x) Φj(x) ζ2(x, t)dnx

∂1W · · · ∂nW
. (9)

При деформации Лагранжиана теории Ландау-Гинзбурга киральными поля-
ми корреляционные функции получают зависимость от параметров дефор-
мации ti. Деформированная двухточечная функция задаёт плоскую метрику
на пространстве деформации выражающуюся через так называемую прими-
тивную форму ζ = ζ(x, t)dnx:

ηij = Res
Φi(x) Φj(x) ζ2(x, t)dnx

∂1W · · · ∂nW
. (10)

Трёхточечные функции являются производными голоморфного препотенци-
ала

Cijk = ∇i∇j∇kF (t). (11)
Таким образом, корреляционные функции топологически твистованной де-
формированной теории Ландау-Гинзбурга определяются структурой Фробе-
ниусового многообразия на пространстве деформаций M .

Двухточечные функции кирального и антикирального полей на достаточ-
но вытянутой сфере (для проекции на основные состояния теории) задают tt∗
метрику на Фробениусовом многообразии M . Для подходящих орбифолдов
теорий Ландау-Гинзбурга, имеющих в ИК пределе конформную теорию поля
с центральным зарядом 9, ограничение структуры Фробениусового многооб-
разия и tt∗ геометрии на пространство маргинальных (то есть конформных)
деформаций совпадает со специальной Кэлеровой геометрией на простран-
стве комплексных модулей определённых многообразий Калаби-Яу, для ко-
торых суперпотенциал интерпретируется как уравнение W = 0, задающее
многообразие как гиперповерхность в подходящем пространстве.

Раздел 2.3 содержит основную часть результатов автора. Мы формулиру-
ем наш метод вычисления специальной геометрии на пространстве комплекс-
ных деформаций многообразия Калаби-Яу на хорошо изученном [6] примере
зеркальной квинтики в проективном пространстве в подразделе 2.3.1. Про-
странство комплексных деформаций зеркальной квинтики Q̌ моделируется
на одномерном семействе многообразий Q̌φ1 заданных уравнениями

W (x, φ1) :=
∑
i≤5

x5
i + φ1

∏
i≤5

xi = 0 (12)
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в комплексном проективном пространстве P4. Сама зеркальная квинтика яв-
ляется фактором таких многообразий по Z3

5, однако вычисление специальной
геометрии нечувствительно к возникающим таким образом особенностям. В
отличие от классических вычислений в окрестности φ1 = ∞, мы вычисляем
специальную геометрию в окрестности точки φ1 = 0, известной под названи-
ем орбифолдной точки пространства модулей или точки Ландау-Гинзбурга.
Характеристическим свойством такой точки является наличие у полинома
W0(x) := W (x, 0) повышенной группы симметрии, так называемой группы
фазовой симметрии ΠW0

.
Фазовая симметрия, это преобразования растягивающие координаты на

C5 и оставляющие полином W0(x) инвариантным, то есть g ∈ ΠW0
действует

как
g · xi = λixi, W0(g · x) = W0(x). (13)

Для квинтики это группа Z5
5 = (Z/5Z)5, действующая умножениями на корни

пятой степени из 1 на каждую из координат. При этом в ΠW0
есть подгруп-

па QW0
= Z5 действующая диагонально. Эта подгруппа является подгруп-

пой однородных растяжений проективного пространства и поэтому действует
тривиально на P4. Она исторически называется группой квантовой симмет-
рии [11].

Группа фазовой симметрии (а точнее её фактор по квантовой симметрии)
действует на пространстве параметров деформации {φ1} и соответствующие
многообразия Калаби-Яу имеют одинаковую комплексную структуру. Из-за
этого пространство модулей в окрестности орбифолдной точки является ор-
бифолдом, то есть фактором пространства параметров по группе фазовой
симметрии.

Группа фазовой симметрии ΠW0
действует на периодах монодромией во-

круг начала координат в пространстве параметров. Группы гомологий и кого-
мологий разбиваются по одномерным представлениям ΠW0

, а инвариантность
относительно монодромии определяет их общий вид.

Основным средством вычисления периодов в данной работе являются ос-
циллирующие интегралы [7], а именно имеет место формула∫

γ

Ω =

∫
Γ

e−W (x,φ1)d5x. (14)

В этом равенстве цикл γ принадлежит третьей группе гомологий зеркальной
квинтики Q̌, а цикл Γ лежит в группе циклов, которые уходят на беско-
нечность в областях, где вещественная часть показателя экспоненты меньше
нуля и интеграл сходится. Такие циклы математически задаются группой
относительных гомологий:

H +
5 := H5(C5,Re(W ) >> 0;Z) = lim

N→∞
H5(C5,Re(W ) > N ;Z). (15)

Формула (14) может быть доказана математически, но имеет физическую
интерпретацию. Левая часть формулы является одноточечной функцией на
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диске в нелинейной сигма-модели в Q̌φ1 с граничным условием заданным цик-
лом γ (более точно, специальным Лагранжевым представителем в его классе
гомологий), а правая часть интерпретируется как одноточечная функция на
диске в орбифолде Ландау-Гинзбурга с суперпотенциаломW (x, φ1) с гранич-
ным условием заданным циклом Лефшеца имеющим класс гомологий Γ.

Осциллирующие интегралы вычисляются с помощью рекуррентного ис-
пользования формулы Стокса. Для любой голоморфной 4-формы α, расту-
щей не быстрее полинома на бесконечности должно выполняться

0 =

∫
Γ

d(e−Wα) =

∫
Γ

e−W (dα− dW ∧ α) . (16)

Введём соответствующий дифференциал, твистованный дифференциал де-
Рама

D− := d− dW∧ = eWde−W . (17)

Имеем D2
− = 0, и комплексный оциллирующий интеграл не меняется при

добавке к интегранту форм видаD−α. Таким образом, группа когомологий, в
которой лежит интегрант, задаётся фактором полиномиальных голоморфных
5-форм на C5 по твистованному дифференциалу D− и называется группой
относительных когомологий де-Рама:

H5
D−

(C5) := Ω5(C5)/D−(Ω4(C5)). (18)

Эта группа изоморфна как векторное пространство кольцу Милнора R
особенности W (x, φ1). Таким образом, если выбрать в кольце Милнора ба-
зис, то осциллирующий интеграл любой формы равен линейной комбина-
ции интегралов от базисных форм с коэффициентами, которые можно найти
рекуррентно по степени (как полинома) коэффициентов дифференциальной
формы.

Удобнее всего проводить вычисление периодов в базисе циклов, кото-
рые являются собственными векторами относительно действия группы фа-
зовой симметрии. Для этого фиксируется базис когомологий {ei(x) d5x}µi=1 ⊂
H5
D−

(C5) в точке φ1 = 0, который является собственным относительно дей-
ствия ΠW0

. По нему можно построить дуальный базис циклов {Γ+
i }

µ
i=1 ⊂H +

5∫
Γj
+

ei(x) e−W0(x)d5x = δji . (19)

Тогда периоды по таким циклам вычисляются разложением экспоненты в ряд
по параметру деформации φ1 и рекуррентному приведению подынтегрально-
го выражения к линейной комбинации форм ei(x) e−W0(x)d5x:

σk(φ1) =
∞∑
m=0

Γ
(
m+ k+1

5

)5

Γ
(
k+1

5

)5

(−φ1)
5n+k

(5n+ k)!
. (20)
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Эти периоды определённо являются собственными относительно преобразо-
вания монодромии φ1 → e2πi/5φ1, но циклы интегрирования Γ+

k не являются
геометрическими циклами, а являются линейными комбинациями последних
с комплексными трансцендентными коэффициентами.

Кэлеров потенциал специальной метрики можно разложить как Эрми-
тову форму по периодам в произвольном базисе целочисленных циклов
qk ∈ H3(Q̌,Z):

e−K =

∫
Q̌

Ω ∧ Ω = ωk(φ)Ckjωj(φ), (21)

где ωk(φ) :=
∫
qk

Ωφ и (C−1)kl = qk ∩ ql.
Рассмотрим матрицу перехода между периодами по циклам с целочислен-

ными и комплексными коэффициентами

ωi(φ) = T ji σj(φ). (22)

Подставим эту формулу в (21) получаем

e−K = ω(φ)tT tCTω(φ). (23)

Матрица T tCT выражается через голоморфную обратную матрицу “пересе-
чений” циклов η := T tCT по формуле

T tCT = ηT−1T = ηM, (24)

где мы определили матрицу вещественной структуры M = T−1T . Матрица
M не зависит от явного выбора циклов qi пока они остаются целочисленными
или даже вещественными, а также удовлетворяет свойству MM̄ = 1. Мат-
рица вещественной структуры является матрицей операции операции ком-
плексного сопряжения на группе H +

5 ⊗C = H5(C5,Re(W ) >> 0;C) в базисе
циклов Γi+. Подставляя матрицу вещественной структуры в формулу (21) мы
получаем нашу основную формулу для вычисления специальной геометрии,
которая используется во всех примерах, рассматриваемых в диссертации:

e−K = σi(φ)ηijM k̄
j σk(φ), (25)

где матрица ηij являтся обратной матрицей (голоморфной) пересечений цик-
лов Γ±j , а M

k̄
i матрицей вещественной структуры.

Как показывается в этом же разделе, голоморфная матрица пересече-
ний циклов ηij в орбифолдной точке пространства модулей в базисе цик-
лов Γ+

j равняется двухточечной функции топологически твистованной теории
Ландау-Гинзбурга:

(−1)lηjl = Res
ej(x)el(x) d5x

∂1W0 · · · ∂5W0
= δj+l=3. (26)
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Существует множество способов нахождения матрицы вещественной
структуры M j̄

i . В разделе 2.3.1 мы извлекаем её из известных формул для
периода по целочисленному циклу ω0(φ).

В итоге подставляя (20), (26) и формулу для вещественной структуры
в (25) получаем финальный ответ для Кэлерова потенциала специальной мет-
рики на пространстве модулей комплексных структур зеркальной квинтики:

e−K =
3∑

k=0

(−1)kγ

(
k + 1

5

)5

|σk(φ)|2, (27)

где γ(x) = Γ(x)/Γ(1 − x). Этот ответ, разумеется, совпадает с выражени-
ем из работы [6]. Наш способ вычисления специальной геометрии исполь-
зует вычисления в инвариантном кольце Милнора особенности, задаваемой
уравнением зеркальной квинтики. Также при вычислении не использовались
моделезависимые соображения монодромии и не пришлось искать симплек-
тический базис в когомологиях. Симплектический базис, в принципе, можно
найти применяя процедуру ортогонализации Грамма-Шмидта к матрице пе-
ресечений вещественных циклов Γi+ + Γj+M

k̄
j .

В разделе 2.3.2 вычисляется специальная Кэлерова геометрия на 101-
мерном пространстве модулей комплексных структур самой квинтики. Как
упоминалось выше, уравнение квинтики общего вида записывается

W (x, φ) = W0(x) +
101∑
s=1

φses(x) =
∑
i≤5

x5
i +

101∑
s=1

φsx
s1
1 · · ·x

s5
5 . (28)

Здесь φ без индекса обозначает вектор из 101 элемента, s без индекса - номер
от 1 до 101, а 0 ≤ si ≤ 3 означает экспоненты монома соответствующего
деформации φs, в частности,

∑
i≤5 si = 5. Деформации разбиваются по клас-

сам под действием группы перестановок S5: (1,1,1,1,1), (2,1,1,1,0), (2,2,1,0,0),
(3,1,1,0,0), (3,2,0,0,0).

Каждый моном имеет уникальный вес под действием группы фазовой
симметрии ΠW0

' Z5
5. Группа квантовой симметрии (то есть подгруппа фа-

зовой симметрии действующая тождественным преобразованием на самой
квинтике) значительно меньше, чем в предыдущем случае и состоит из диа-
гональных растяжений : Z5 ' Q ⊂ ΠW0

.
В отличие от предыдущих методов вычисления специальной геометрии,

общая идея вычисления остаётся той же. Главное отличие заключается в том,
что инвариантное кольцо Милнора в случае квинтики значительно больше.

Периоды по-прежнему задаются осциллирующими интегралами,∫
γ

Ωφ =

∫
Γ+

e−W (x,φ)d5x, (29)

где циклы интегрирования Γ+ лежат в группе

(H +
5 )Q = H5(C5,Re(W ) >> 0;Z)Z5. (30)
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Обозначим собственный относительно фазовой симметрии базис группы
H5
D−

(C5)Q за em(x) d5x := xm1
1 · · · x

m5
5 d5x,

∑
i≤5mi = 0, 5, 10, 15.

Периоды по дуальному базису циклов вычисляются аналогично одномер-
ному случаю с помощью рекуррентного применения формулы Стокса

σa(φ) =
∏
i≤5

(
ai + 1

5

)
ni

∑
∑101

s=1mssi=5ni+ai

φm1
1 · · ·φ

m101
101

m1! · · ·m101!
,

a = (a1, . . . , a5), 0 ≤ ai ≤ 3,
∑
i≤5

ai = 0, 5, 10, 15.

(31)

Голоморфная матрица пересечений циклов ηij выражается через двухто-
чечную функцию в топологически твистованной теории Ландау-Гинзбурга

ηab = (−1)
∑

i bi/5Res
ea(x) eb(x) d5x

∂1W0 · · · ∂5W0
. (32)

Для случая квинтики мы используем другой приём для нахождения мат-
рицы вещественной структуры. Мы пользуемся инвариантностью метрики
при монодромии при обходе φ1 вокруг бесконечности, где деформация φ1 со-
ответствует моному x1x2x3x4x5.

В итоге Кэлеров потенциал специальной метрики на 101-одномерном про-
странстве модулей квинтики в окрестности орбифолдной точки выражается
следующей формулой

e−K =
∑

k1,...,k5≤3,∑
i ki=0,5,10,15

(−1)
∑

i ki/5
∏
i≤5

γ

(
ki + 1

5

)
|σ(k1,...,k5)(φ)|2. (33)

Зеркальное отображение в орбифолдной точке выражается через вычислен-
ные нами периоды:

tsLG(φ) = σs(φ)/σ(00000)(φ1), (34)

В следующем подразделе 2.3.3 мы вычисляем специальную Кэлерову гео-
метрию на пространствах модулей гиперповерхностей типа Ферма. Такие ги-
перповерхности являются естественными обобщениями квинтики и задаются
взвешенными однородными уравнениями вида

W0(x) = x
d/k1
1 + x

d/k2
2 + x

d/k3
3 + x

d/k4
4 + x

d/k5
5 = 0, (35)

где d, ki и d/ki натуральные числа. Такой полином имеет хорошо опре-
делённое множество нулей во взвешенном проективном пространстве
P4

(k1,k2,k3,k4,k5). Взвешенное проективное пространство определяется как

P4
k̄ = P4

(k1,k2,k3,k4,k5) := {xi ∈ C5 | xi ' λkixi, x̄ 6= 0}. (36)
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Гиперповерхности Ферма определяются как решения уравнений W0(x) =
0 в P4

k̄
. Такие многообразия зачастую оказываются особыми из-за особен-

ностей взвешенных проективных пространств, однако такие особенности не
оказывают влияния на модули комплексной структуры. В размерности 3 име-
ется 97 различных семейств гиперповерхностей Ферма [13]. Полином W0(x)
обладает группой фазовой симметрии ΠW0

= Zd/k1 × · · · × Zd/k5.
Для вычисления специальной геометрии мы рассматриваем полиномиаль-

ную деформацию гиперповерхности Ферма общего вида

W (x, φ) =
5∑
i=1

x
d/ki
i +

h2,1poly∑
s=1

φses(x), (37)

где es(x) := xs11 · · · x
s5
5 , h2,1

poly ≤ h2,1 означает число нетривиальных поли-
номиальных деформаций, а также выполняются условия невырожденности
0 ≤ si ≤ d/ki − 2 и однородности

∑
i siki = d. Основным отличием от случая

квинтики является то, что некоторые деформации комплексной структуры
нельзя представить полиномиальной деформацией W0(x). Непосредственное
применение нашего метода позволяет вычислить специальную геометрию на
подпространстве комплексных модулей.

В остальном вычисление проходит аналогично случаю квинтики. Выби-
рая подходящий собственный относительно фазовой симметрии базис кольца
Милнора мы находим периоды в собственном базисе циклов

σa(φ) =
∏
i≤5

(
ki(ai + 1)

d

)
ni

∑
∑h

s=1mssi=d/kini+ai

φm1
1 · · ·φ

mh

h

m1! · · ·mh!
,

a = (a1, . . . , a5), 0 ≤ ai ≤ d/ki − 2,
∑
i≤5

kiai = 0, d, 2d, 3d

(38)

и голоморфную матрицу пересечений циклов

ηab = (−1)
∑

i kibi/dδa+b,2h+3. (39)

Для нахождения матрицы вещественной структуры мы вычисляем осцилли-
рующие интегралы по специальным циклам с целочисленными коэффициен-
тами. Эти циклы связаны с циклами Лефшеца, а интегралы по ним разби-
ваются в произведение пяти одномерных интегралов, которые легко берутся.
Матрица вещественной структуры вычисляется с помощью матрицы пере-
хода между периодами σk(φ) и периодами по целочисленным циклам как в
случае зеркальной квинтики. Кэлеров потенциал специальной метрики на
пространстве модулей равняется

e−K =
∑

ai≤d/ki−2∑
i kiai=0,d,2d,3d

(−1)
∑

i kiai/d
5∏
i=1

γ

(
ki(ai + 1)

d

)
|σa(φ)|2. (40)

16



При ki = 1, d = 5 эта формула воспроизводит формулу Кэлерова потенциала
для квинтики (33).

Ограничениями формулы (40) на подпространства параметров мы полу-
чаем известные в литературе вычисления как частные случаи [12; 14; 15].

В разделе 2.3.4 представлен наиболее общий случай вычисления специаль-
ной геометрии. Рассматриваемые многообразия Калаби-Яу также задаются
гиперповерхностями во взвешенных проективных пространствах, но уравне-
ние имеет гораздо более общий вид

W0(x) =
5∑
i=1

5∏
j=1

x
Mij

j , (41)

является обратимой. Такие особенности W0(x) называются обратимыми. Ги-
перповерхности Ферма, рассматриваемые в предыдущем разделе, являются
частным случаем обратимых особенностей с диагональной матрицей M . Об-
ратимые особенности обладают большой группой фазовой симметрии ΠW0

, и,
в частности, являются взвешенными однородными.

Пространство (полиномиальных) деформаций комплексной структуры
моделируется семейством

W (x, φ) = W0(x) +

h2,1poly∑
s=1

φses(x), (42)

где h2,1
poly - это число независимых полиномиальных деформаций комплексной

структуры, а es(x) ∈ C[x1, . . . , x5]/(∂iW0) - базис в пространстве однородных
деформаций невырожденных в первом порядке.

Любая обратимая особенность, которая задаёт достаточно гладкое много-
образие Калаби-Яу во взвешенном проективном пространстве, раскладыва-
ется [13] в прямую сумму одного из трёх строительных блоков

xa - точка,
xa11 x2 + xa22 x3 + · · ·+ xann - цепь,

xa11 x2 + xa22 x3 + · · ·+ xann x1 - петля.
(43)

В случае обратимых особенностей наш метод вычисления работает не все-
гда. Без существенных изменений он обобщается на случай особенностей со-
стоящих из “точек” и “петель” длины 3 или 5, а также для определённого
поднабора полиномиальных деформаций в остальных случаях.

Ограничиваясь рассмотрением таких случаев мы вычисляем периоды и
специальную геометрию небольшой модификацией рассчётов для квинтики
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и гиперповерхностей Ферма:

σa(φ) =
∏
i≤5

(
(aj + 1)M−1

ji

)
vi

∑
∑h

s=1mssi=Mijvj+ai

φm1
1 · · ·φ

mh

h

m1! · · ·mh!
,

a = (a1, . . . , a5) ∈ R0,∑
i≤5

Mijaj = 0, d, 2d, 3d.

(44)

Вещественная структура на пространстве циклов находится с помо-
щью вещественной структуры на пространстве относительных когомологий
H5
D−

(C5), которая считается с помощью интегралов по целым циклам, разби-
вающихся, как и в случае Ферма, на произведение одномерных интегралов.

Кэлеров потенциал выражается следующей формулой:

e−K =
∑
ā∈R0∑

i ajM
−1
ji =0,1,2,3

(−1)
∑

i ajM
−1
ji

5∏
i=1

γ
(
(aj + 1)M−1

ji

)
|σa(φ)|2. (45)

Таким образом, специальная Кэлерова геометрия для любой обратимой
особенности вокруг орбифолдной точки выражается через простой степенной
ряд от параметров деформации с коэффициентами записывающимися с помо-
щью обратной матрицыM−1

ij экспонент потенциалаW0(x). Трансцендентные
коэффициенты вещественной структуры выражаются через гамма функции
с аргументами включающими ту же самую матрицу M−1

ij . Заметим, что на-
ша формула перестаёт быть верной ровно в тех случаях, когда аргументы
гамма-функций и символов Похгаммера становятся целыми.

Вторая глава завершается заключением, в котором обсуждаются приме-
нения полученных результатов и направления для дальнейшего развития.

Третья глава посвящена связи специальной геометрии с Линейными Ка-
либровочными Сигма Моделями (ЛКСМ) и зеркальной симметрии и основа-
на на результатах статьи [5]. В этой главе мы используем конструкцию Ба-
тырева [8] зеркальной симметрии для построения специальных ЛКСМ, чьи
сферические статсуммы совпадают с экспонентами Кэлеровых потенциалов
специальной геометрии для примеров рассмотренных во второй главе. Мы
вычисляем статсуммы этих ЛКСМ на сфере с круглой метрикой, исполь-
зуя локализационную формулу [9] в определённой фазе. Наши вычисления
находятся в согласии с гипотезой о статсуммах двумерных ЛКСМ [16] и зер-
кальной симметрией [8].

В разделе 3.1 приводятся необходимые факты из двумерных ЛКСМ и
зеркальной симметрии. В частности, в подразделе 3.1.1 объясняется лока-
лизационная формула для статсуммы [9; 10] на круглой сфере, а в разделе
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3.1.2 мы описываем ряд построений из торической геометрии и конструкцию
Батырева, основанную на дуальных многогранниках.

В разделе 3.2 мы приводим наши вычисления для случаев квинтики и ги-
перповерхностей Ферма в подразделе 3.2.1. Опишем основную идею. Мономы
составляющие гиперповерхность вида

W (x, φ) = x
d/k1
1 + x

d/k2
2 + x

d/k3
3 + x

d/k4
4 + x

d/k5
5 +

h∑
s=1

φsx
s1
1 · · ·x

s5
5 = 0. (46)

можно интерпретировать как целочисленные точки многогранника, опреде-
ляющего само взвешенное проективное пространство P4

k̄

vij =

{
dδi,j, 1 ≤ i ≤ 5,

kjsi−5,j, 6 ≤ i ≤ 106.
(47)

Идея зеркальной симметрии в применении к этому случаю заключается в
том, что эти точки можно использовать для построения веера, определяю-
щего зеркально двойственное многообразие. Более точно, зеркально двой-
ственным к гиперповерхности Ферма является гиперповерхность Калаби-Яу,
лежащая в торическом многообразии, построенном по вееру связанному с vij.

Такой веер (или торическое многообразие) определяет двумерную ЛКСМ
с зарядами, которые выражают линейные соотношения между векторами ве-
ера. Удобно выбрать нецелочисленный базис в линейных соотношениях, ко-
торый отвечает нецелочисленным “зарядам”

Qai =

{
kisai, 1 ≤ i ≤ 5,

−dδi−5,a, 6 ≤ i ≤ h.
(48)

Статсумма теории на сфере задаётся многомерным контурным интералом

ZS2 =
∑
ml∈V

∫
C1
· · ·
∫
Ch

h∏
l=1

dτl
(2πi)

(
z
−τl+

ml
2

l z̄
−τl−

ml
2

l

)
×

×
Γ
(
1− d(τ1 − m1

2 )
)

Γ
(
d(τ1 + m1

2 )
) 5∏

a=1

Γ
(∑

l kasla(τl −
ml

2 )
)

Γ
(
1−

∑
l kasla(τl + ml

2 )
) h∏
l=2

Γ
(
−d(τl − ml

2 )
)

Γ
(
1 + d(τl + ml

2 )
) , (49)

где
zl := e−(2πrl+iθl), (50)

rl и θl - параметры Файе-Илиопулоса и тэта-углы в ЛКСМ. Контуры C про-
ходят немного левее мнимых осей τl = −ε + itl. Набор V определён усло-
вием квантования в базисе Qai, то есть m ∈ V ⇐⇒

∑
a≤hmaQai ∈ Z.

Мы вычисляем этот интеграл в подходящей области значений параметров
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Файе-Илиопулоса или же в фазе Ландау-Гинзбурга, которая задаётся усло-
вием |zl| >> 0 для всех l, или rl << 0. Интеграл (49) вычисляется по выче-
там, а результат совпадает с экспонентой Кэлерова потенциала специальной
геометрии для поверхностей Ферма с точностью до множителя при замене
координат (зеркальном отображении)

za = −φ−dl . (51)

Третья глава завершается заключением, в котором подытоживаются ре-
зультаты главы, а также предлагаются направления для дальнейшей работы.
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