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СПЕКТР ФИЛЛИПСА И МОДЕЛЬ
ДИССИПАЦИИ ВЕТРОВОГО ВОЛНЕНИЯ

Рассматривается обобщение кинетического уравнения Хассельманна, пред-
ложенное Ньюэллом и Захаровым в 2008 г. Новое уравнение учитывает не толь-
ко резонансные четырехволновые взаимодействия, но и диссипацию, связанную
с обрушением волн. В уравнение вводится функция диссипации, зависящая от
потока энергии по спектру. Эта функция определена с точностью до функ-
ционального параметра, оптимальный выбор которого должен быть сделан по
результатам сравнения с экспериментом. Кинетическое уравнение, снабженное
такой функцией диссипации, должно описывать обычно наблюдаемый в экс-
периментах переход от спектра Колмогорова–Захарова E(ω) ∼ ω−4 к спектру
Филлипса E(ω) ∼ ω−5. Версию функции диссипации, выраженную в терми-
нах спектра энергии, можно использовать в задачах численного моделирования
и прогноза морского волнения.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Хорошо известно, что спектры морского волнения как в присутствии, так и в от-
сутствие ветра имеют степенные “хвосты”, причем в коротковолновой области форма
“хвостов” универсальна и дается знаменитым спектром Филлипса [1]

E(ω) = αPhg
2ω−5. (1)

Здесь αPh = 0.0081 – константа Филлипса. Филлипс высказал справедливое пред-
положение о том, что его спектр обязан своим существованием и крайней устойчи-
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востью явлению обрушения волн. Однако первоначальная гипотеза о том, что вол-
новое поле в данной асимптотической области есть комбинация предельных волн
Стокса [2], опровергается тем, что среднеквадратичная крутизна предельных волн
Стокса µ = ⟨∇η2⟩1/2 ≈ 0.329 (η – возвышение свободной поверхности, угловые скоб-
ки означают усреднение по пространству) [3], [4] существенно превышает крутизны
даже самых крутых волн (µ ≃ 0.1), наблюдающихся в океане. Кроме того, волны
Стокса большой амплитуды сильно неустойчивы.

Физически корректная интерпретация спектра Филлипса была предложена в ра-
боте Ньюэлла и Захарова [5]. Было показано, что “море Филлипса” представляет
собой ансамбль локализованных “брэйкеров”, равномерно распределенных по об-
ратным масштабам. При этом сам же Филлипс заметил [6], что максимальный
масштаб брейкера приблизительно на порядок меньше длины доминантной волны.
Анализируя многочисленные эксперименты [7]–[12], Филлипс показал, что в этой
промежуточной области также осуществляется универсальный спектр E(ω) ∼ ω−4.
Филлипсом же было высказано предположение, что данный спектр есть результат
одновременного действия трех факторов: накачки от ветра, нелинейного взаимодей-
ствия волн и диссипации. Эта точка зрения до сих пор довольно широко распро-
странена, однако является ошибочной хотя бы потому, что установление спектра ω−4

наблюдается при численном моделировании зыби [13]. Кроме того, достоверно уста-
новлено [14]–[16], что в диапазоне частот ωp < ω < 3.5ωp определяющим физическим
эффектом является нелинейное взаимодействие волн. По этой причине теоретиче-
ское объяснение спектра E(ω) ∼ ω−4 выглядит очень просто: это есть точное реше-
ние стационарного уравнения Хассельманна. Этот факт был установлен Захаровым
и Филоненко еще в 1966 г. [17].

В современных терминах спектр в промежуточной области выглядит следующим
образом:

E(ω, θ) = 2Cp
P 1/3g4/3

ω4
. (2)

Здесь P – поток энергии в область больших волновых чисел, Cp – константа Колмо-
горова. Согласно вычислениям Геогджаева и Захарова [18] Cp ≈ 0.203. Спектр (2)
есть частный пример слабо турбулентных спектров Колмогорова–Захарова (КЗ),
подробно описанных в монографии [19].

К заслуге Филлипса следует отнести то, что предложенный им в работе [6] вари-
ант функции диссипации имеет разумный физический смысл. Попытка улучшить
функцию диссипации Филлипса стала отправной точкой настоящей статьи. В за-
ключение статьи мы обсуждаем “рабочие” варианты для проведении дополнитель-
ных численных экспериментов с целью выбора оптимальной функции диссипации.

2. СПЕКТР ФИЛЛИПСА И АСИМПТОТИЧЕСКАЯ
ТЕОРИЯ ВОЛН НА ВОДЕ

Кинетическое уравнение Хассельманна [20] для пространственного спектра вол-
нового действия Nk ветрового волнения можно записать в виде

∂Nk

∂t
+∇kωk∇rNk = Snl + Sin + Sdiss. (3)

Индексы k, r при ∇ использованы для градиентов волнового вектора k и координа-
ты r соответственно. Для Nk(x, t) и ωk индекс k означает зависимость от волнового
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вектора. Член Snl в правой части (3) отвечает за четырехволновые резонансные
взаимодействия. Члены Sin и Sdiss описывают соответственно генерацию волнового
действия и его диссипацию. В отличие от теоретической зависимости Snl, полу-
чаемой “из первых принципов”, зависимости Sin и Sdiss базируются в основном на
феноменологических параметризациях (см. работу [21]). С этим обстоятельством
связаны большие различия функций Sin и Sdiss, используемых в моделировании
и прогнозе процесса волнения [22], [23], [16]. Обоснованность и физическая кор-
ректность эмпирических зависимостей Sin и Sdiss обычно не обсуждаются крити-
чески: критерий количественного совпадения считается более важным, чем вопрос
физической обоснованности соответствующих моделей. Во многих случаях приме-
нимость приближений и гипотез может быть проверена с помощью динамических
фазо-разрешающих моделей (см., например, статьи [24]–[28]).

Интеграл столкновения

Snl(k,x, t) = πg2

∫
|T0123|2(N0N1N2 + N1N2N3 −N0N2N3 −N0N1N3)×

× δ(k + k1 − k2 − k3)δ(ω0 + ω1 − ω2 − ω3) dk1 dk2 dk3 (4)

играет центральную роль в нашей работе. Явные выражения можно найти во мно-
гих статьях (см., например, работу [22]). Ключевым является свойство однородно-
сти степенной дисперсионной зависимости ω(k) =

√
g|k| и, как следствие, однород-

ности зависимости коэффициента взаимодействия T0123 от волнового вектора k,

|T (κk0, κk1, κk2, κk3)|2 = κ6|T (k0,k1,k2,k3)|2, (5)

и самого интеграла столкновений от волнового вектора:

Snl[κk, νNk] = κ19/2ν3Snl[k, Nk], (6)

или частоты ω:
Snl[υω, νNω] = υ11ν3Snl[ω, Nω]. (7)

Здесь κ, υ, ν – произвольные положительные коэффициенты. Основное предполо-
жение теории слабой нелинейности – малость волнового периода T по сравнению со
временем нелинейных взаимодействий Tnl:

T

Tnl
=

1
ωkNk

dNk

dt
=

Snl

ωkNk
≪ 1, (8)

может нарушаться при больших временах и/или для достаточно коротких волн.
Однако для специального случая, так называемого обобщенного спектра Филлипса,
отношение (8) не зависит от масштаба волны, т. е. предположение слабой нели-
нейности, справедливое для начального волнового поля, продолжает выполняться
в любой последующий момент времени [5]. Для классического спектра Филлипса
энергии волн на глубокой воде

Ek ∼ |k|−4 или Eω ∼ ω−5 (9)

или волнового действия

Nk ∼ |k|−9/2 или Nω ∼ ω−6 (10)
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условие (8) выполняется для любых параметров преобразования растяжения κ, υ

и ν в формулах (6), (7). Другими словами, асимптотическое приближение оказыва-
ется формально справедливым для любого волнового масштаба. Более того, мож-
но показать, что условие (8) остается справедливым для любого слагаемого S

(n)
nl ,

описывающего резонасные взаимодействия n волн в асимптотическом разложении
интеграла столкновений (3) [5]

Snl =
∞∑

n=4

S
(n)
nl . (11)

Обобщенный спектр Филлипса (9), (10) не удовлетворяет консервативному кинети-
ческому уравнению (3) а значит, его можно реализовать только как баланс внешней
силы (диссипации) и резонансных взаимодействий волн между собой. По этой при-
чине решение (9), (10) не совпадает с классическими решениями КЗ для прямого
и обратного каскадов [17], [29] (см. обозначения в [22])

N (1)(k) = CpP
1/3g−2/3|k|−4, N (1)(ω, θ) = 2CpP

1/3g4/3ω−5, (12)

N (2)(k) = CqQ
1/3g−1/2|k|−23/6, N (2)(ω, θ) = 2CqQ

1/3g4/3ω−14/3. (13)

Здесь

Q =
∫ ω

0

∫ π

−π

Snl dω dθ, P = −
∫ ω

0

∫ π

−π

ωSnl dω dθ (14)

суть потоки волнового действия и энергии, а Cq, Cp – соответствующие констан-
ты Колмогорова. Интеграл столкновений Snl для решений (12), (13) обращается
в нуль (потоки постоянны), а оценки критериев применимости кинетического урав-
нения (8) требуют большой осторожности. Используя простейший (не значит триви-
альный) прием [14], [15], представим интеграл столкновений Snl в виде суммы двух
слагаемых: нелинейной накачки Fk и заведомо положительного члена нелинейного
затухания ΓkNk (Γk – коэффициент нелинейного затухания),

Snl = Fk − ΓkNk.

Коэффициент затухания Γk дает физически корректную оценку времени нелиней-
ных волновых взаимодействий в кинетическом уравнении (3). В соответствии с (8)
асимптотическое приближение перестает быть справедливым, когда (см. уравне-
ние (17) в работе [14])

Γkω ≃ 4πg|k|9N2
k = πω12g−4N2

ω ≃ 1. (15)

Для спектра Филлипса (9), (10) безразмерная величина (15) зависит только от уров-
ня спектра, но не от масштаба волны. Для решения прямого каскада КЗ (12) кри-
терий применимости можно записать как

4πC2
pg−1/3P 2/3|kbr| = 4πC2

pg−4/3P 2/3ω2
br ≃ 1 (16)

и выразить через масштаб волн (длину, частоту) и скорость ветра, воспользовавшись
одной из эмпирических параметризаций спектров ветрового волнения [30]

E(ω) =
∫ π

−π

E(ω, θ) dθ = βgu∗ω
−4, (17)
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где u∗ – скорость трения ветра, g – ускорение свободного падения и эмпирический
коэффициент β ≈ 0.13 [8], [31], [32]. Получаем (ср. c работой [5])

ωbr ≈ 0.9
u∗
g

. (18)

Для скорости ветра U10 = 15м/с (на стандартной высоте 10 м над поверхностью
моря) критерий (16) нарушается для волн короче 20 см, что очень близко к обычно
рассматриваемому диапазону ветрового волнения. Эта оценка приводит нас к идее
связать баланс нелинейных взаимодействий и нелинейной же диссипации со спек-
тром Филлипса, формально существующим во всем диапазоне длин волн.

3. МОДЕЛЬ СПЕКТРА ФИЛЛИПСА
И СПЕКТРАЛЬНЫЕ ПОТОКИ

Формальному критерию применимости приближения слабой нелинейности (15),
(16) можно удовлетворить с помощью функции диссипации, которая абсорбирует
спектральный поток. Одномерный вариант кинетического уравнения (см., напри-
мер, [33])

dE(ω)
dt

= −∂P

∂ω
+ Sdiss(P, ω) (19)

описывает баланс дивергенции спектрального потока энергии (задаваемого интегра-
лом столкновений Snl (4)) и функции диссипации Sdiss, которая зависит только от
этого потока P и частоты ω. Анализ размерности дает выражение

Sdiss = −Ψ
(

Pω3

g2

)
P

ω
. (20)

Член P/ω имеет те же свойства однородности, что и член нелинейного переноса
Snl (6), т. е. реализуется общий принцип “лечить подобное подобным” (или “клин
клином вышибают”). Безразмерный аргумент Ψ с учетом свойств однородности (6)
можно легко связать с функцией насыщения Филлипса [34] и спектром энергии
(действия). В изотропном случае

B(ω) =
µ2

d

2
=

ω6N(ω)
2g2

=
ω5E(ω)

2g2
∼

(
Pω3

g2

)
1/3

, (21)

т. е. функция B(ω) пропорциональна квадрату дифференциальной крутизны волне-
ния µd. Соответствующее интегральное выражение

s2 = 2
∫ ω

0

B(ω)
dω

ω
(22)

известно как среднеквадратичный наклон поля поверхностных волн. При этом сред-
неквадратичный наклон s в (22) логарифмически растет с частотой для спектра
Филлипса. В модели Филлипса [6] B(ω) используется как показатель степени на-
сыщения волнового поля, стремясь к постоянной величине для спектра ω−5. Ве-
личину B(ω) для (1) как модели полностью развитого волнения [35] можно легко
оценить (ср. с формулой (7) в [36])

lim
ω→∞

B(ω) =
αPh

2
≈ 4.05 · 10−3. (23)
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Аналогичное насыщение можно в явной форме получить для стационарного реше-
ния уравнения (20) и степенной зависимости:

Ψ = a

(
Pω3

g2

)
R

. (24)

Стационарное решение (20) не единственно. Простейшее решение отвечает насыще-
нию функции диссипации во всем диапазоне частот,

Ψ = a

(
Pω3

g2

)
R

= 3, (25)

для произвольных параметров a и R. Второе решение описывает переход от посто-
янного потока P0 при ω → 0 к бесконечно затухающему потоку с тем же пределом
диссипативной функции Ψ → 3 в высоких частотах:

P

P0
=

(
1 +

a

3

(
P0ω

3

g2

)
R

)−1/R

. (26)

Решения (25), (26) показаны на рис. 1 как функции безразмерной частоты

Ω =
(

ω3P0

g2

)
1/3

(
a

3

)
1/(3R)

. (27)

Вырожденное решение Ψ = 3 (25) отвечает бесконечно большим потокам энергии
в пределе ω → 0 (сплошные линии на рис. 1а, 1б). Решения (26) для различных по-
казателей R демонстрируют переход от конечного потока энергии в низких частотах
к степенному затуханию потока при ω →∞. Коэффициент затухания Ψ(Pω3/g2) ве-
дет себя как ступенчатая функция вблизи безразмерной частоты Ω = 1 при больших
значениях R (см. рис. 1в). Поток энергии P в (26) можно конвертировать с учетом
формулы (6) в спектральную плотность энергии, которая также показывает переход
от решения КЗ ω−4 к спектру Филлипса ω−5 (см. рис. 1г). Этот переход, очевидно,
тем резче, чем выше R.

Решение (26) дает возможность связать параметры перехода с имеющимися экс-
периментальными результатами. Данные Форристолла [11] дают для частоты пере-
хода оценку ωtr = gωtr/U10 ≈ 4÷ 5. Для характерной величины обратного возраста
волнения, меньшей 2, это дает отношение частоты перехода к частоте спектрально-
го пика ωtr/ωp ≈ 2 ÷ 3, что хорошо согласуется с наблюдениями Хванга [37]. Для
параметризации (17) получаем оценки потока [30]

P0 = 0.12
ρa

ρw

u3
∗
g

(28)

и неизвестного коэффициента в выражении функции диссипации (24)

a = 3
(

0.06
ωtru∗

g

)−3R

. (29)

Ненулевая величина R означает нелинейность диссипации как функции спектраль-
ного потока, тогда как Sdiss (20) остается существенно нелинейной функцией спек-
тральной плотности E(ω) и при R = 0.
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Рис. 1. Стационарные решения модели (20). Безразмерный спектральный
поток для решений при различных показателях R в полулогарифмических
и логарифмических осях (а, б). Функции диссипации для различных R (в).
Показаны Ψ = 3 для вырожденного решения (25) и решения для степенной
зависимости (26). Компенсированные спектры, полученные с учетом соотно-
шений однородности для потоков и спектров (6) (г). Показаны асимптотиче-
ские зависимости, отвечающие спектрам КЗ (12), (13) и Филлипса (9).

4. ЛОКАЛЬНАЯ ЗАМЕНА ФУНКЦИИ ДИССИПАЦИИ

Предлагаемая функция диссипации (20) нелокальна, поскольку зависит от спек-
трального потока P (14). По этой причине ее сложно использовать при решении
задач моделирования и прогноза морского волнения. В этом разделе мы показыва-
ем способ построения “локальной замены” функции диссипации Sdiss по типу широко
используемых параметризаций [21]. Рассмотрим степенное распределение

N(k) = b|k|−x или E(ω) = 4πbω4−2xgx−2. (30)

Поток энергии в (30) можно вычислить аналитически [18],

P = −2πb3g3x−10

12− 3x
ω24−6xF (x), (31)
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где безразмерная функция F (x) зависит только от показателя x. Для спектра Фил-
липса ω−5 и показателя x = 9/2 получаем формулу

Pω3

g2
=

F (9/2)
48π2

(
Eω5

g2

)
3

. (32)

Для безразмерного декремента диссипации насыщенного состояния спектра Фил-
липса Ψ = 3 в (25) имеем с учетом (21) и оценки F (9/2) ≈ 327 [18]

γE =
Sdiss

ωE
=

3P

ω2E
=

F (9/2)
16π2

B2(ω) ≈ 2.07
(

Eω5

g2

)
2

. (33)

Аналогичные оценки для экспериментально полученной Донеланом функции дис-
сипации [38], выраженной через функцию насыщения Филлипса

Sdiss = 36ωE(k)(B(k))n (34)

с n = 2.5 (R = 0.5 в выражении через спектральные потоки), дают величины, почти
в четыре раза ме́ньшие теоретических (33), (21):

γE = 1.36 · 10−4 ≫ γDonelan
E = 36 ·B2.5(ω) ≈ 3.8 · 10−5. (35)

“Коррекция” (34), предложенная самим Донеланом и учитывающая, по его мнению,
влияние длинных волн на относительно короткие [38],

Sdiss = 36ωE(k)(1 + 500 · s2)2(B(k))n (36)

кардинально меняет оценки (35) за счет большого множителя (500!) при формаль-
но малой величине s (22). Консервативная оценка при s2 = 0.02 [36] дает оценку
γDonelan

E ≈ 46 ·10−4, теперь уже более чем на порядок превышающую теоретическую
величину (35).

Рассмотренный пример демонстрирует уже отмеченные выше проблемы экспе-
риментальных оценок декрементов диссипации, дающих даже в рамках одной ра-
боты [38] разброс на два порядка по величине. Вместе с тем следует отметить
качественное подобие зависимостей (35), (36) и некоторых прогностических пара-
метризаций (см., например, статью [39]) теоретическим, предлагаемым в настоящей
работе. Зависимости (35), (36) оперируют исключительно параметрами волнения,
отражая, таким образом, принципиальную физическую связь процесса обрушения
с собственной динамикой волн, но не с процессами взаимодействия этих волн с вет-
ровым потоком.

Таким образом, простая модель диссипации (19) не противоречит эксперимен-
тальным результатам. Принципиальный физический эффект насыщения диссипа-
ции (25), учитываемый и эмпирическими формулами [38], делает не столь важным
вопрос о конкретном виде зависимости от характеристик волнового поля. Можно
предложить анзац диссипативной функции, отражающий ее основные особенности:
• характерный масштаб (частота) перехода между спектрами КЗ и Филлипса,

связанный с безразмерной частотой Ω = 1 решения (26), (27) и экспериментально
оцениваемый как ωtr ≈ 3÷ 4ωp;
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• нелинейность зависимости от безразмерного спектра энергии (33), которая опре-
деляет эффект насыщения функции диссипации и выражается в терминах безраз-
мерной энергии, дифференциальной крутизны µd (21) или функции насыщения
Филлипса B(ω) (34).

Результат можно представить в виде

Sdiss(ω) = CPhillips ωµ4
dE(ω)Θ(ω − ωtr), (37)

где Θ – функция Хэвисайда, задающая переход между спектрами КЗ и Филлип-
са. Соответствие функции диссипации (37) задаче установления спектра Филлипса
было продемонстрировано нами ранее [40]. Альтернативная форма функции дисси-
пации была использована в недавней работе [28], где переход к спектру Филлипса
обеспечивался пороговым значением крутизны µd. Выбор этих двух опций, обеспе-
чивающих переход между спектрами КЗ и Филлипса, можно сделать по результа-
там масштабного численного моделирования, которое авторы планируют провести
в ближайшем будущем.

5. ВЫВОДЫ

Перечислим основные результаты работы.
•Предложена простая модель диссипации ветрового волнения. Эта модель реали-

зует спектр Филлипса ω−5 как результат баланса нелинейного переноса, связанного
с волновыми взаимодействиями, и нелинейной диссипации.
• Стационарные решения этой простой модели описывают насыщение функции

нелинейной диссипации при произвольной ее зависимости от спектрального пото-
ка. Полученные решения отвечают переходу от спектра КЗ ω−4 к диссипативному
спектру Филлипса ω−5.
• Параметры перехода от спектра КЗ к спектру Филлипса согласуются количе-

ственно с имеющимися экспериментальными данными [11].
• Предложена локальная (по волновым масштабам) теоретически обоснованная

замена нелинейной диссипативной функции. Сравнение с экпериментальной нели-
нейной параметризацией функции диссипации Донелана [38] показывает качествен-
ное соответствие форм зависимости. Эта диссипативная функция оказывается по-
чти линейной функцией спектрального потока и существенно нелинейной (сильнее,
чем кубическая зависимость) функцией спектральной плотности энергии. Возмож-
ность количественного сравнения существенно осложняется большим разбросом экс-
периментальных оценок.

Конфликт интересов. Авторы заявляют, что у них нет конфликта интересов.
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