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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Важным вопросом современной теоретической фи-

зики является задача о построении теории, самосогласованно включаю-

щей в себя все известные фундаментальные взаимодействия и справед-

ливой на любых энергетических и пространственных масштабах. Три из

четырёх фундаментальных взаимодействий (электромагнитное, слабое и

сильное) описываются на языке релятивистской квантовой теории поля в

рамках Стандартной модели физики элементарных частиц. Гравитацион-

ные взаимодействия не включены в Стандартную модель и, когда кван-

товые эффекты пренебрежимо малы, хорошо описываются общей теори-

ей относительности Эйнштейна. Рассмотрение эйнштейновской гравитации

как квантовой теории поля проблематично, так как, помимо технических

сложностей из-за её существенной нелинейности, в четырёх измерениях в

теории Эйнштейна отсутствует перенормируемость. Таким образом, она

может выступать только в качестве эффективной теории.

В моделях с меньшей размерностью пространства-времени проблема

неперенормируемости исчезает. Низкоразмерные модели не отражают пол-

ностью свойства четырёхмерной гравитации: так, например, в размерно-

сти два уравнения Эйнштейна в пустом пространстве выполняются тожде-

ственно. Однако, в присутствие граничных условий или материи, взаимо-

действующей с гравитацией, задача о вычислении корреляционных функ-

ций становится нетривиальной и такие двумерные теории могут служить

интересными «игрушечными моделями».

В двумерном случае имеется также дискретный подход к описанию

квантовой гравитации — подход матричных моделей. В нём рассматри-

вается задача усреднения по статистическому ансамблю случайных мат-

риц большого размера с некоторым весом. Вычисление корреляционных

функций в таких моделях по теории возмущений может быть организовано
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как суммирование по «ленточным графам», о которых можно думать как

о дискретизованных (скажем, триангулированных) случайных двумерных

поверхностях. В некоторых точках пространства параметров среднее чис-

ло граней дискретизованной поверхности расходится и эффективно наи-

больший вклад в сумму дают «почти непрерывные» поверхности. Взятие

так называемого «двойного скейлингового предела» в окрестности таких

критических точек приводит к универсальному поведению корреляторов,

фактически независимому от конкретного выбора веса, с которым произво-

дится усреднение в матричном ансамбле. Ожидается, что это критическое

поведение описывается непрерывными теориями двумерной квантовой гра-

витации.

В последнее время теории двумерной гравитации, предположительно

дуальные матричным моделям, активно изучаются; примерами являют-

ся гравитация Джакива-Тейтельбойма (JT) [1], «Вирасоро-минимальная

струна» (ВМС) [2] и «комплексная струна Лиувилля» [3]. Аргументы в

пользу дуальности в разных примерах имеют разную природу; так, в JT-

гравитации функциональный интеграл вычисляет объемы пространств мо-

дулей гиперболических поверхностей, подчиняющиеся характерным для

матричных моделей рекуррентным соотношениям, в то время как для ВМС

соответствие возникает благодаря связи с геометрией определенных рас-

слоений на пространствах модулей кривых. Наличие дуального описания

позволяет эффективно исследовать эти теории, что привело к большому

набору интересных результатов: от приложений к гораздо менее изученной

трехмерной квантовой гравитации [4] до описания квантовых эффектов в

околоэкстремальных черных дырах уже в четырёх измерениях [5]. Эти ре-

зультаты мотивируют исследовать более тщательно другие известные мо-

дели двумерной гравитации и попытаться найти единую парадигму для

всех таких примеров.
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Современное состояние исследований. Изучение двумерной кванто-

вой гравитации имеет долгую историю. В работе Полякова [6] было полу-

чено, что задачу о взаимодействии с двумерной гравитацией конформной

теории поля с центральным зарядом cM ̸= 26 в конформной калибровке

можно свести к теории одного скалярного поля с экспоненциальным чле-

ном взаимодействия (ныне известной как теория Лиувилля) и некоторой

нелинейной мерой интегрирования в функциональном интеграле. Позже

Давид, Дистлер и Каваи [7; 8] выдвинули гипотезу о том, что переход

от нелинейной меры к обычной для теории скалярного поля сводится к

перенормировке параметров лиувиллевского действия. Теория Лиувилля

со стандартной функциональной мерой является конформной КТП; та-

ким образом, после перенормировки теория двумерной гравитации, вза-

имодействующей с конформной материей, описывается прямым произве-

дением трех конформных теорий поля (теории Лиувилля, CFT материи

и БРСТ-духов, появляющихся при фиксации калибровки), которые взаи-

модействуют только за счет условия сокращения конформной аномалии:

ctotal = cL+ cM − 26 = 0. Двумерные теории гравитации такого вида могут

быть также проинтерпретированы как теории на мировом листе некри-

тических струн; такой взгляд на них подсказывает, какие наблюдаемые

представляют интерес для вычисления. Случай, когда материя представ-

ляет собой минимальную модель конформной теории поля, известен как

«минимальная струна» (МС); в более ранних работах её также называют

«минимальная лиувиллевская гравитация». Книжник, Поляков и Замолод-

чиков [9] обнаружили, что в другой калибровке светового конуса корреля-

торы в таких теориях гравитации имеют симметрию алгебры токов. Это

позволило им определить спектр аномальных размерностей в таких теори-

ях; сейчас этот результат известен как «КПЗ-скейлинг».

Подход матричных моделей впервые был применен к двумерной грави-

тации в [10], а поведение корреляционных функций в окрестностях крити-
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ческих точек исследовано в [11; 12]. Важным результатом является иденти-

фикация некоторых из классов универсальности, реализуемых в двухмат-

ричных моделях, с непрерывными теориями двумерной гравитации, взаи-

модействующей с (p, q)-минимальными моделями конформной теории поля

[13; 14], т.е. с минимальной струной. Это отождествление было предложе-

но на основе анализа скейлинговых свойств корреляторов и статистической

суммы, которые, как оказывается, согласуются с КПЗ-скейлингом [9].

Ещё один достойный упоминания подход — это «топологическая гра-

витация» Виттена [15]. Он показал, что после так называемого топологи-

ческого твиста амплитуды в двумерной гравитации могут быть выраже-

ны в терминах чисел пересечения тавтологических классов когомологий

на пространствах модулей стабильных кривых. Ожидалось, что эти чис-

ла пересечений могут быть вычислены и в матрично-модельном подходе;

это утверждение было сформулировано Виттеном как гипотеза и позже

доказано Концевичем, используя связь между двумя формулировками и

интегрируемой иерархией Кортевега - де Фриза [16].

Для теоретико-полевого и матрично-модельного подхода к минималь-

ной теории струн, однако, сформулировать точное соответствие между на-

блюдаемыми оказалось более сложно. Во-первых, было быстро понято, что

возможность «резонансов» между операторами (или, что эквивалентно,

возможность добавить локальные контрчлены к действию на мировом ли-

сте) приводит к тому, что отождествление операторов только на основа-

нии КПЗ-скейлинга становится невозможным: в общем случае константы

связи в производящих функционалах в двух подходах выражаются друг

через друга нелинейно. В частности, введение экспоненциального взаимо-

действия в теорию Лиувилля уже приводит к определенной деформации

относительно критической точки в матричной модели, такой, что в этом

подходе несколько констант связи становятся ненулевыми (так называе-

мый «конформный бэкграунд»). Исследование нелинейной связи между
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константами связи в двух подходах («резонансных преобразований») было

начато в [17], где частичный прогресс в этом направлении позволил сопо-

ставить двухточечные амплитуды на поверхностях рода ноль; выражения,

полностью описывающие «конформный бэкграунд», впервые были полу-

чены в [18]. Наиболее хорошо понят случай, когда (p, q) = (2, 2m + 1), то

есть в качестве материи выступает серия Ли-Янга минимальных моделей.

В этом случае для получения соответствующего критического поведения

достаточно рассматривать одноматричную модель [19; 20], что несколько

упрощает вычисления в дискретном подходе. В частности, для серии Ли-

Янга резонансные преобразования описаны полностью в [21].

Во-вторых, вычисления корреляторов из первых принципов в подходе

мирового листа гораздо сложнее, чем в дуальном подходе. Необходимым

условием для этого было найти точное решение теории поля Лиувилля (а

именно, ее структурные константы), что было сделано независимо в [22]

и [23] (формула DOZZ). Это сразу приводит к вычислению трехточечной

амплитуды в минимальной струне на поверхностях рода ноль [24]. После

этого в теории Лиувилля были открыты операторные уравнения, назван-

ные «высшими уравнениями движения» [25], которые в применении к ми-

нимальной струне позволили провести первое аналитическое вычисление

амплитуды, включающей интегрирование по пространству модулей кри-

вых (а именно, четырехточечной амплитуды на сфере [26]). Для серии Ли-

Янга ответ был сопоставлен с матрично-модельными результатами в [21].

Для более общего случая (p, q)-минимальной струны, несмотря на некото-

рые продвижения [27; 28], точное соответствие между корреляторами все

еще не так хорошо понято.

Цель и задачи работы. Главной целью настоящей диссертационной ра-

боты является вычисление корреляционных чисел в (2, 2p+1)-минимальной

теории струн в непрерывном и матрично-модельном подходе и проверка
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гипотезы дуальности.

Для достижения цели ставятся следующие задачи:

1) развить вычислительные и аналитические методы, в частности, метод

высших уравнений движения, в подходе мирового листа (теоретико-

полевом);

2) исследовать свойства матрично-модельных ответов в пределе p→ ∞,

отвечающем «квазиклассическому» пределу в теории поля Лиувилля,

и дать им интерпретацию в терминах классической теории Лиувилля

и гиперболической геометрии;

3) развить «словарь» дуальности, уточнив соответствие между корре-

ляторами в обоих подходах.

Основные положения, выносимые на защиту.

1) Модификация метода высших уравнений движения для вычисления

одноточечного коррелятора на торе в (2, 2p+1) минимальной струне.

Подтверждение дуальности с матричной моделью при помощи ана-

литических выражений для амплитуд, полученных данным методом.

2) В пределе p → ∞ корреляторы в матрично-модельном подходе сво-

дятся к объемам пространств модулей поверхностей постоянной кри-

визны с коническими дефектами, определяемым с помощью класси-

ческой теории Лиувилля.

3) Выражения для струнных амплитуд в терминах данных топологиче-

ской рекурсии, полученные в результате переформулировки дуально-

сти с матричной моделью.

4) Общая формула для амплитуд в терминах сумм по стабильным гра-

фам и чисел пересечений тавтологических классов когомологий на
8



пространстве модулей стабильных кривых, полученная при помощи

новой формулировки дуальности.

Практическая значимость. Изучаемые в диссертации проблемы пред-

ставляют научный интерес в области теоретической и математической фи-

зики. Развитые в работе методы могут быть применены в других моделях

двумерной квантовой гравитации. Так, метод высших уравнений движе-

ния на торе был позже адаптирован другими авторами для вычисления

одноточечной амплитуды в модели комплексной струны Лиувилля [29].

Рассматриваемые здесь объемы пространств модулей поверхностей с ко-

ническими дефектами, по-видимому, дают универсальный предел ампли-

туд во всех теориях типа «лиувиллевской гравитации», когда центральный

заряд материи стремится к (−∞). В частности, это описывает класс кор-

реляторов в теории гравитации Джакива-Тейтельбойма и её деформациях

[30]. Наконец, исследуемые корреляторы являются простыми примерами

пертурбативных амплитуд в теории струн. Точные формулы из дуального

подхода, выведенные здесь, позволяют вычислять эти амплитуды в лю-

бом порядке топологического разложения, что может быть применено для

исследования непертурбативных эффектов с помощью техники resurgence

(см., например, [31]).

Научная новизна, достоверность и личный вклад. В работе [I]

впервые продемонстрировано аналитически соответствие между матрично-

модельным и теоретико-полевым подходами к минимальной гравитации

для случая петлевых поправок к струнным амплитудам (т.е. амплитуд на

поверхностях рода один). В работе [II] было предложено одно из возмож-

ных геометрических определений форм объема, возникающей на простран-

ствах модулей поверхностей с коническими дефектами. Такие формы объ-

ема не рассматривались в полной общности в математической и физиче-
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ской литературе ранее. В работах [III, IV] впервые получены явные общие

ответы для амплитуд в минимальной струне в матрично-модельном подхо-

де, а также продемонстрирована связь с другими теориями некритических

струн, возникшими в последние годы.

Результаты диссертации являются оригинальными и новыми и впервые

получены автором в соавторстве с коллегами. В совместной работе [I] лич-

ный вклад автора состоял в разработке метода вычисления и получении

аналитических результатов в конкретных рассмотренных в диссертации

примерах. В совместной работе [III] личный вклад автора состоял в по-

становке задачи, проведении вычислений, демонстрирующих связь ампли-

туд и «p-деформированных объемов», а также технических вычислений,

необходимых для выведения формулы через теорию пересечений. Досто-

верность подтверждается согласием с результатами работ других авторов.

Апробация работы. Результаты, изложенные в данной работе, были

представлены соискателем на ряде семинаров и международных конфе-

ренций, как то: семинар лаборатории физики высоких энергий, МФТИ;

онлайн-семинар «Непертурбативные методы квантовой теории поля», МФ-

ТИ; семинар сектора квантовой теории поля ФИАН; семинар Центра пер-

спективных исследований им. Кричевера, Сколтех; конференция Landau

Week (г. Ереван, 2023); конференция «Non-perturbative methods in QFT»,

(г. Фукуока, 2025); конференция «Advances in Quan-

tum Field Theory» (г. Дубна, 2025); конференция «Integrable Systems and

Quantum Theory» (г. Санкт-Петербург, 2025). Также результаты доклады-

вались на научных семинарах учёного совета ИТФ им. Л.Д. Ландау РАН.

Публикации по теме диссертации. Результаты диссертации основа-

ны на работах:
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I Artemev A., Belavin V. Torus one-point correlation numbers in minimal

Liouville gravity // JHEP. — 2023. — Т. 02. — С. 116. — DOI:

10.1007/JHEP02(2023)

II Artemev A. p → ∞ limit of tachyon correlators in (2, 2p + 1) minimal

Liouville gravity from classical Liouville theory // JHEP. — 2023. — Т.

12. — С. 155. — DOI: 10.1007/JHEP12(2023)155

III Artemev A., Chaban I. (2, 2p+1) minimal string and intersection theory I

// JHEP. — 2025. — Т. 01. — С. 151. — DOI: 10.1007/JHEP01(2025)151

IV Artemev A. x− y swap for a (2, 2p+ 1) minimal string // Phys. Rev. D.

— 2025. — Т. 112, № 4. — С. 046019. — DOI: 10.1103/pd2y-j2x5

Результаты работы изложены в 4 печатных изданиях, 4 из которых изданы

в журналах, рекомендуемых ВАК.

Структура работы. Диссертация состоит из введения, четырех глав ос-

новного текста (главы 1 – 4) и заключения (глава 5). Объем диссертации

составляет 135 страниц, включая 9 рисунков и 1 таблицу. Список литера-

туры содержит 83 наименования.

Содержание диссертации.

Глава 1 имеет вводный характер. В ней даются необходимые для основ-

ной части работы сведения из конформно-теоретико-полевого и матрично-

модельного подходов к минимальной теории струн.

В разделе 1.1 обсуждается подход мирового листа. В подразделе

1.1.1 вводятся обозначения и приводятся основные сведения о конформной

теории поля Лиувилля и минимальных моделях двумерной CFT. Теория
11
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поля Лиувилля описывается действием скалярного поля ϕ с экспоненци-

альным взаимодействием вида e2bϕ и имеет центральный заряд c = 1 +

6Q2, Q = b+ b−1. Непрерывный спектр теории образуют примарные поля

Va =: e2aϕ :. Минимальные модели CFT — двумерные конформные теории

поля с конечным числом конформных семейств в спектре, возникающие

для специальных значений центрального заряда cM = 1−6
(√

r′

r −
√

r
r′

)2
,

r < r′ — взаимно простые. Спектр состоит из подмножества вырожденных

полей вида Φm,n для 0 < m < r, 0 < n < r′. Структурные константы в

обоих теориях известны точно [22—24].

В подразделе 1.1.2 определяются амплитуды в минимальной теории

струн. Конформная теория поля на мировом листе минимальной струны

даётся прямым произведением трёх секторов: минимальной модели CFT

Mr,r′ в качестве «материи», теории поля Лиувилля и духовой BC-системы,

с суммарным центральным зарядом 0. В теории имеется нильпотентный

БРСТ-заряд Q. Амплитуды даются интегралами по пространству модулей

кривых рода g с n отмеченными точками от старших форм, построенных

из корреляторов локальных операторов, представляющих классы когомо-

логий Q. «Тахионные» операторы с духовым числом 2 строятся из про-

изведения примарных полей в теории Лиувилля и минимальной модели с

суммарной конформной размерностью 1: Tm,n = CC̄Vm,−nΦm,n.

В подразделе 1.1.3 обсуждается другой класс БРСТ-замкнутых опе-

раторов Om,n с духовым числом 0 из т.н. «кольца дискретных состояний»

и свойства таких операторов. Затем даётся краткий обзор высших урав-

нений движения (ВУД) в теории Лиувилля. Это операторные уравнения,

выражающие специальные потомки «логарифмических операторов» вида

V ′
m,n = 1

2
∂
∂aVa |a=am,n

через примарные операторы Vm,−n. В минимальной

теории струн эти соотношения приводят к уравнениям, связывающим «та-

хионы» и логарифмические аналоги операторов из «кольца дискретных
12



состояний». Один из способов записи этих уравнений

Tm,n ≡ CCVm,−nΦm,n = B−1
m,nQQ

(
O′
m,n

)
. (1)

В разделе 1.2 сформулирован «дуальный» подход к вычислению кор-

реляционных чисел. Вычисление описано в терминах процедуры тополо-

гической рекурсии [32], вычисляющей набор n-дифференциалов ωg,n =

Wg,n(z⃗)dz1 . . . dzn со специальными свойствами по исходным данным «спек-

тральной кривой» — параметрически заданной кривой в CP 1 × CP 1. Со

спектральной кривой связана тау-функция иерархии Кадомцева - Петвиав-

швили, производные от которой по КП-временам tk выражаются как ко-

эффициенты разложения n-дифференциалов по специальному базису. В

свою очередь, тахионные корреляторы отождествляются с производными

по другим переменным τk, связанными с t так называемыми «резонансны-

ми преобразованиями» [21]. В конце раздела приведены примеры выраже-

ний для корреляционных чисел для малых g и n, полученные в предыду-

щих работах [21; 33; 34].

Глава 2 посвящена вычислению одноточечной амплитуды в (2, 2p +

1) минимальной теории струн на торе в подходе мирового листа. Глава

содержит результаты работы [I].

В разделе 2.1 перечислены важные для дальнейшего свойства кор-

реляторов в двумерной конформной теории поля на торе с модулярным

параметром τ : конформные тождества Уорда, модулярная ковариантность

одноточечных функций примарных полей и представление для кореляци-

онных функций на торе в виде следа по пространству состояний со встав-

кой оператора qL0qL0 , где q = e2πiτ . Приводятся также явные выражения

для корреляционных функций в духовом секторе; незануление коррелято-

ра требует насыщения духовых нулевых мод.

В разделе 2.2 обсуждается применение метода высших уравнений дви-

жения к вычислению одноточечных тахионных амплитуд в минимальной
13



струне. Они имеют общий вид

A1
1(n) :=

∫
F

d2τ ⟨BBT1,n⟩τ =

∫
F

d2τ ⟨BBCCV1,−nΦ1,n⟩τ , (2)

где F — пространство модулей кривых рода 1 с одной отмеченной точкой,

или фундаментальная область действия PSL(2,Z) на верхней полуплоско-

сти. Возможный выбор F = {|Re τ | ≤ 1
2 , Im τ > 0, |τ | > 1}.

В подразделе 2.2.1 рассматривается простейший пример T1,2. Вычис-

ление заключается в применении высших уравнений движения (1) к та-

хионному оператору CCV1,−nΦ1,n. Использование явного вида оператора

O1,2, а также коммутационных соотношений {Q,B(z)} = T (z), где T —

полный тензор энергии импульса, с точностью до Q-точных членов сводит

амплитуду к виду

A1
1(2) =

1

2

∂

∂a

∫
d2τ ⟨T (z)T (z) b4BCBCVaΦ1,2⟩ |a=a1,2 .

Опущенные члены равны нулю, так как в них не насыщаются нулевые

моды в духовом секторе. Применение тождеств Уорда к коррелятору под

интегралом выделяет члены, являющиеся полной производной по моду-

лярному параметру вида (2π)2 ∂2

∂τ∂τ ⟨BCBCV
′
1,2Φ1,2⟩τ . Другие вклады обну-

ляются, так как одноточечная функция оператора из кольца дискретных

состояний ⟨O1,2⟩τ не зависит от τ . Это является следствием его БРСТ-

замкнутости. Интеграл от полной производной сводится к интегралу по

границе пространства модулей с помощью теоремы Стокса. Он состоит из

двух вкладов:

1

4
(2π)2

1/2∫
−1/2

dτ1
∂

∂τ2
⟨O′⟩τ2→∞ +

1

24
(2π)3 · 1

2

∂

∂a
∆L
a · ⟨O⟩τ . (3)

где τ2 = Im τ . Второй вклад связан с неоднородным законом преобразова-

ния логарифмических полей под действием τ → −1/τ .
14



Последний шаг состоит в вычислении средних ⟨O1,2⟩τ и ⟨O′
1,2⟩τ . В пре-

деле τ2 = Im τ → +∞ только конечное число слагаемых в представле-

нии коррелятора как ряда по q, q дают незануляющийся вклад; их можно

вычислить явно. В некоторой нормировке итоговый ответ принимает вид

A1
1(2) = (2p+ 1− 2) · 2.

В подразделе 2.2.2 вычисление обобщается на следующий по сложно-

сти пример оператора T1,4. Усложнение состоит в том, что после примене-

ния высших уравнений движения необходимо рассматривать корреляторы

потомков, к которым нельзя сразу же применить конформные тождества

Уорда. Явные вычисления показывают, что утверждение о независимости

⟨O1,4⟩τ от τ остается в силе и процедура сведения интеграла к граничным

вкладам приводит к тому же ответу (3). Вычисление средних ⟨O1,2⟩τ и

⟨O′
1,2⟩τ , τ2 → +∞ проводится аналогично. Итоговый ответ принимает вид

A1
1(4) = (2p+ 1− 4) · 4.

В разделе 2.3 обсуждаются и распространяются на общий случай вы-

числения предыдущего раздела. В подразделе 2.3.1 предлагается обоб-

щение формулы для тахионной амплитуды на случай A1
1(2k) = (2p+1−2k)·

2k, что совпадает с ответом из матрично-модельного подхода, полученным

в [34]. В подразделе 2.3.2 обращено внимание на тонкости в применении

этого метода для случая тахионов T1,k с нечётным k. В подразделе 2.3.3

показывается, что процедура вычисления не меняется при выборе другой

фундаментальной области действия SL(2,Z) на верхней полуплоскости τ .

Наконец, в подразделе 2.3.4 обсуждаются возможные модификации это-

го метода для других теорий двумерной квантовой гравитации.

В главе 3 исследуется геометрическая интерпретация струнных ам-

плитуд в квазиклассическом пределе p → ∞. Выдвинута гипотеза, что в

этом пределе струнные амплитуды сводятся к объемам, ассоциированным

с кэлеровыми метриками на пространстве модулей, введенными Зографом

и Тахтаджяном. Для этих метрик классическое лиувиллевское действие
15



является кэлеровым потенциалом. Глава содержит результаты работы [II].

В разделе 3.1 приведены общие сведения о квазиклассическом пределе

в теории Лиувилля, а также обсуждаются некоторые свойства амплитуд в

минимальной теории струн.

В подразделе 3.1.1 обсуждается вычисление корреляционных функ-

ций в теории Лиувилля в пределе бесконечного центрального заряда (b→

0). Они определяются как экспонента от Лиувиллевского действия Scl,

вычисленная на решении классического уравнения Лиувилля с дельта-

функциональным источником в точках вставки «тяжелых» операторов Va

с a = ηb−1, где η конечно в пределе b→ 0. Это решение описывает метрику

постоянной кривизны на поверхности с коническими дефектами дефицита

угла 4πηi. Классическое действие можно вычислять с помощью вспомо-

гательного уравнения второго порядка, возникающего как классический

предел уравнения Белавина-Полякова-Замолодчикова (БПЗ). Для четы-

рёх тяжелых операторов оно выглядит как

[∂2 + t(z)]ψ(z) = 0,

t(z) =
δ1

(z − x)2
+
δ2
z2

+
δ3

(z − 1)2
+

x(x− 1)c

z(z − 1)(z − x)
+
δ4 − δ3 − δ2 − δ1

z(z − 1)
. (4)

Здесь δi = ηi(1 − ηi). В этом уравнении присутствует «аксессорный пара-

метр» c(x, x), определяемый из условия, что система решений имеет уни-

тарную монодромию. Классическое действие тогда вычисляется из «гипо-

тезы Полякова»: c = −∂Scl

∂x .

В подразделе 3.1.2 обсуждаются некоторые свойства корреляцион-

ных чисел на сфере в (2, 2p + 1) минимальной струне. Во-первых, при

условии ki + kj > p ∀i, j это симметрические полиномы от (p + 1/2 − ki)
2.

Во-вторых, предположим, что сумма любых n − 2 из n параметров кор-

релятора ki меньше, чем p. Тогда выражение для корреляционных чисел

факторизуется и с точностью до множителя, зависящего только от
n∑
i=1

ki,
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вычисляет размерность пространства конформных блоков в минимальной

модели.

В разделе 3.2 описывается численный метод, позволяющий вычислять

классическое действие, метрику Зографа-Тахтаджяна и соответствующие

объемы пространств модулей с помощью конформного бутстрапа.

В подразделе 3.2.1 описана схема вычислений. Имеется общее пред-

ставление для корреляционной функции в теории Лиувилля как инте-

грал по промежуточной размерности, включающий произведение DOZZ-

структурных констант и конформных блоков Вирасоро. Оба этих ингреди-

ента экспоненцируются в классическом пределе b→ 0 так, что коррелятор

принимает вид
∫
dp
4π exp

(
− 1
b2S

(4)(p, x, x)
)
. Метод перевала утверждает, что

в таком пределе интеграл равен exp
(
− 1
b2S

(4)(psaddle(x, x), x, x)
)
, где psaddle

определяется условием экстремума S(4)(p, x, x): ∂S
(4)

∂p |p=psaddle= 0.

Для psaddle имеется асимптотическое разложение на границе простран-

ства модулей, когда x → 0. Введя эллиптическую параметризацию q(x) =

exp
(
−πK(1−x)

K(x)

)
, psaddle представляется как ряд по ϵ = (log a(ηi)

qq )−1, коэф-

фициенты которого определяются разложением S(4)(p, x, x) при малых p.

Вычисляя S(4)(psaddle(x, x), x, x), мы находим аналогичный ряд для класси-

ческого действия и метрики на пространстве модулей gqq = ∂q∂qS
(4)(q, q).

Остается провести численно интегрирование
√

det g по пространству моду-

лей M0,4.

В подразделе 3.2.2 обсуждается применение этого метода к интересу-

ющему нас случаю, соответствующему четырехточечному коррелятору в

теории Лиувилля вида ⟨V κ
2b
(0)V κ

2b
(x)V 1

2b
(1)V 1

2b
(∞)⟩. Пространство модулей

M0,4 разбивается на фундаментальную область F

F = {q = reiψ | −π/2 ≤ ψ ≤ π/2, 0 ≤ r ≤ exp(−
√
π2 − ψ2)} (5)

и 5 её образов под действием группы S3 проективных преобразований, пе-

реставляющей 0, 1,∞. Для вычисления интеграла по пространству модулей
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каждую из областей можно отобразить в F и проводить в ней разложение

по конформным блокам. В двух случаях Vκ/2b будет сливаться с Vκ/2b, а

в остальных четырех — с V1/2b («канал 1» и «канал 2» соответственно).

Показано, что действительная седловая точка в интеграле по p во всех

каналах существует только при κ > 1/2.

В подразделе 3.2.3 приведены результаты вычисления. Для рассмат-

риваемых примеров получен асимптотический ряд для psaddle и метрики в

обоих каналах; например, при наиболее простом выборе параметра разло-

жения 1
ϵ = log 1

xx −h(κ−
1
2 ), где h(s) = ψ(0)(1−s)+ψ(0)(s)+8γE+6ψ(0)

(
1
2

)
в канале 1 ряд для метрики имеет вид

8π3ϵ3

qq

(
1− 10π2

(
ψ(2)(1− δ) + 6ψ(2)

(
1
2

)
+ ψ(2)(δ)

12
+

8ζ(3)− 4ψ(2)(1)

3

)
ϵ3 + . . .

)
,

(6)

где ψ(n) — полигамма-функция. Результаты интегрирования метрической

формы объема согласуются с предельным выражением для соответствую-

щей амплитуды в минимальной струне при p→ ∞ с хорошей точностью.

В разделе 3.3 описан способ вычисления метрики Зографа-Тахтаджяна,

основанный на теории возмущений в методе монодромии.

В подразделе 3.3.1 обсуждается с геометрической точки зрения свой-

ство о пропорциональности амплитуд числу конформных блоков. Для слу-

чая, когда n − 3 из n параметров κi ≡ ki
p стремятся к нулю, в квазиклас-

сическом пределе это сводится к

A0
n(k1, . . . , kn) ≈ p2n−6κ1κ2 . . . κn−3(2−

n∑
i=n−2

κi)
n−3, p→ ∞. (7)

Это свойство можно обосновать для метрики ЗТ в пределе «легких» по-

лей, когда размерности полей ∆i = O(1), b → 0 для i = 1 . . . n − 3 и

только 3 тяжелых поля κn−2, κn−1, κn дают вклад в классическое урав-

нение Лиувилля. Тогда асимптотика классического действия выражается

через значения классического поля Лиувилля в n− 3 отмеченных точках:
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Scl = 1
b

n−3∑
i=1

aiφcl(xi). Формула (7) для A0
n(k1, . . . , kn) в таком пределе явля-

ется следствием уравнения Лиувилля.

В подразделе 3.3.2 объясняется, как применить теорию возмущений

в методе монодромии. Если одна или несколько из внешних размерностей

малы по сравнению с остальными («пертурбативно-тяжелые»), предста-

вим t(z) как t(0)(z) + t(1)(z), где t(1) содержит вклады, пропорциональ-

ные пертурбативно-тяжелым размерностям или аксессорным параметрам,

и будем искать решение классического уравнения БПЗ в виде ряда ψ =

ψ(0)+ψ(1)+ . . . . Приравнивая слагаемые в каждом порядке малости, полу-

чаем набор дифференциальных уравнений. Если решения в нулевом поряд-

ке ψ(0)
± предполагаются известными (для случая 2 и 3 тяжелых операторов

они известны явно), то поправки ψ(i) могут быть найдены последователь-

но. Так может быть найдена матрица монодромии системы решений Mγ

по теории возмущений; например, в первом порядке можно получить

M (1)
γ = (12×2 + I)M (0)

γ , I =
1

W


∮
γ

ψ
(0)
− t(1)ψ

(0)
+ −

∮
γ

ψ
(0)
+ t(1)ψ

(0)
+∮

γ

ψ
(0)
− t(1)ψ

(0)
− −

∮
γ

ψ
(0)
+ t(1)ψ

(0)
−

 , (8)

где M (0)
γ — матрица в нулевом порядке, а W — вронскиан решений ψ(0)

± .

В подразделе 3.3.3 рассматривается простейший пример, когда име-

ется два пертурбативно-тяжелых (в точках 0 и x) и два тяжелых поля (в

точках 1 и ∞). Параметры тяжелых полей должны быть равны η3 = η4 =

ηh для того, чтобы существовало решение уравнения в нулевом порядке.

Параметры пертурбативно-тяжелых операторов η1 = ηl, η2 = ηl ·σ. Условие

унитарности матрицы монодромии, вычисленной в первом порядке теории

возмущений, приводит к ответу для аксессорного параметра

c =
ηl

1− x

α
(√

σ2(ζ + 1)2 − 2σ((ζ − 6)ζ + 1) + (ζ + 1)2 − (σ + 1)(ζ + 1)
)

2(ζ − 1)
− σ

 ,

(9)
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где α = 1− 2ηh, ζ ≡ |1−x|2α. Отсюда можно вычислить метрику Зографа-

Тахтаджяна и соответствующий объем пространства модулей

V ∼ ηL · α ·
(
σ + 1−

√
(σ − 1)

2
)
= (2− 4ηh) ·

η1, σ > 1

η2, σ < 1

. (10)

Это согласуется с упомянутым ранее свойством амплитуд в минимальной

струне: размерность пространства конформных блоков пропорциональна

наименьшему из чисел η1, η2, которое зависит от знака (σ − 1).

В подразделе 3.3.4 проводится аналогичное вычисление для случая

одного пертурбативно-тяжелого оператора в точке x c параметром ηl и

трех тяжелых операторов с параметрами κ2/2, κ1/2, κ1/2 в точках 0, 1,∞.

Решение в нулевом порядке известно из [35]. Выражение для аксессорно-

го параметра из условия унитарности монодромии получено в терминах

гипергеометрических функций. Поскольку метрика даётся полной произ-

водной от c, для вычисления объема достаточно просуммировать гранич-

ные вклады от точек, где c сингулярно, которые совпадают с границей

пространства модулей M0,4. Сумма трёх граничных вкладов даётся

ηl(2− 2κ1 − κ2), (11)

что согласуется с (7) в первом порядке по ηl.

В подразделе 3.3.5 обсуждается, как можно было бы обобщить чис-

ленный метод раздела 3.2 для проверки ответов из метода монодромии в

области параметров малых κ. Предполагается, что для этого нужно учесть

«дискретные члены» в лиувиллевском OPE. В пределе b→ 0 имеется бес-

конечно много таких вкладов, которые должны быть просуммированы.

В разделе 3.4 обсуждается, как эти вычисления связаны с другим

определением [36] для меры на пространствах модулей поверхностей с ко-

ническими дефектами, которое тоже согласуется с квазиклассическим от-

ветом для минимальной струны.
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Глава 4 посвящена нескольким результатам, полученным для (2, 2p+1)

минимальной струны в подходе топологической рекурсии. В ней предло-

жены несколько общих формул, позволяющих вычислять амплитуды си-

стематически. Глава содержит результаты работ [III] и [IV] .

В разделе 4.1 рассматривается класс наблюдаемых в «матричной мо-

дели» минимальной струны, впервые введённый в [37], и их связь с та-

хионными корреляторами. Эти корреляторы V pg,n(λ1, . . . , λn) получили на-

звание «p-деформированные объемы»; они вычисляются с помощью ин-

тегрального преобразования от Wg,n(z1, . . . , zn) и полиномиальны по па-

раметрам. Эти корреляторы сводятся к известным из геометрии объемам

Вейля-Петерсона в классическом пределе.

В подразделе 4.1.1 объяснена связь между p-деформированными объ-

емами и тахионными амплитудами. Утверждается, что в области парамет-

ров ki + kj > p− 3 они связаны аналитическим продолжением:

∂nFg
∂τk1 . . . ∂τkn

∣∣∣∣
τ1=− 1

2 ,τ2...τp=0

∼ V pg,n

(
λ⃗ =

i

2
(2(p− k⃗) + 1)

)
. (12)

Эта связь проиллюстрирована на известных примерах с малыми g и n, а

также аргументирована более общим способом, описав соответствующую

таким корреляторам деформацию спектральной кривой и сравнив её с тем,

что появляется при деформации оператором T1,k в [18]. При данных усло-

виях на ki упрощаются «резонансные преобразования» — формулы, свя-

зывающие КП-времена t и переменные τ .

В подразделе 4.1.2 сравниваются спектральные кривые для мини-

мальной струны и Вирасоро-минимальной струны [2]. Показано, что спек-

тральную кривую топологической рекурсии для этих двух теорий мож-

но привести к одному виду заменой локальной параметризации z(s) =

1
πb2 sinπbs; отличие между этими теориями будет лежать в выборе дру-

гого начального данного — бидифференциала W̃0,2(s). В параметризации

s связь между n-дифференциалами и p-деформированными объемами сво-
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дится к обратному преобразованию Лапласа

V pg,n(λ⃗) = (8π3b4)2g−2+nRes
zk=0

W̃g,n(s1, ..., sn)

n∏
k=1

dsk
2πb2λk

e2πbλksk . (13)

В подразделе 4.1.3 наблюдение из предыдущего раздела использу-

ется, чтобы получить формулу для V pg,n в терминах чисел пересечений

тавтологических классов на пространстве модулей кривых Mg,n. Для вы-

вода такого представления используется метод, разработанный в [38]. В

терминах стандартных классов когомологий ψi, κk и δk,l (определение см.,

например, в [39]) получена формула

V pg,n

(
λ⃗ ≡ 2P⃗

b

)
= (8π2b2)3g−3+n

∫
Mg,n

e

c−13
24 κ1−

∑
m≥1

B2m
(2m)(2m)!

κ2m+
n∑

k=1

P 2
kψk+

∑
k≥0

b̃kδk,0

,

(14)

где коэффициенты b̃k заданы производящим рядом

e
−

∑
k≥0

(2π)2k+2b̃k(u1+u2)
k+1

− 1

u1 + u2
=
∑
m≥1

(−1)m
21−2m − 1

m!
((πb)2(u1+u2))

m−1B2m.

(15)

Такое представление аналогично известному для Вирасоро-минимальной

струны и отличается наличием δ-классов. Оно позволяет вычислять p-

деформированные объемы систематически для произвольных g и n.

В разделе 4.2 предложено новое определение дуального подхода к

(2, 2p+1) минимальной струне, связанное с обычным «x− y заменой». Эта

переформулировка проясняет технические и концептуальные сложности в

предыдущем подходе и, в частности, позволяет обойтись без применения

«резонансных преобразований».

Выдвинута гипотеза, что тахионные корреляционные числа выражают-

ся через n-дифференциалы ω̌g,n(z1, . . . , zn), полученные по спектральной

кривой МС после x− y замены, как

Ǎgn(k1, . . . , kn) = Res
z1=∞

. . . Res
zn=∞

(
ω̌g,n(z1, . . . , zn)

n∏
i=1

T2(p−ki)+1(zi)

2(p− ki) + 1

)
. (16)
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В подразделе 4.2.1 поясняется, почему такой вид преобразования

естественен с точки зрения интегрируемых иерархий: для x− y двойствен-

ной тау-функции оно просто вычисляет производные по КП-временам.

В подразделе 4.2.2 утверждение гипотезы проверяется на конкретных

примерах для малых g и n. Так, для простейшего примера трёхточечной

амплитуды на сфере можно получить

Ǎ0
3 =

1

2(2p+ 1)
· b2

2p∑
m=1

2∏
i=0

sin 2πmki
(2p+1)

sinπmb2
.

Из подхода мирового листа известно, что трёхточечная амплитуда долж-

на быть пропорциональна размерности пространства конформных блоков

N (0)
k1k2k3

(«fusion-константе») в минимальной модели, т.е. с точностью до

нормировки равняться 0 или 1. То, что сумма выше вычисляет fusion-

константу, известно в литературе как «формула Верлинде» [40]. Прямым

вычислением получены также ответы для Ǎ0
4 и Ǎ1

1 и проверено, что они со-

гласуются с результатами из других подходов. Они наиболее просто выра-

жаются в терминах многоточечных «fusion-констант» N (g)
i1...ik

и «квантовых

объемов» V bg,n — амплитуд в Вирасоро-минимальной струне [2].

В подразделе 4.2.3 замечено, что разные слагаемые в выражениях

для Ǎng можно сопоставить различным «стабильным графам» Γ, перечис-

ляющим компоненты границы в пространстве модулей стабильных кри-

вых Mg,n. Приведены ответы для следующих по сложности амплитуд Ǎ0
5

и Ǎ1
2 и показано, что они тоже имеют такую структуру. Как обобщение

рассмотренных примеров предложена общая формула для Ǎgn, в которой

стабильные графы интерпретируются как «фейнмановские диаграммы».
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Её можно записать как

Ǎgn(k⃗) =
∑
Γ

1

|Aut(Γ)|

p∑
k⃗e; ke=1

∞∑
n⃗e;ne=1

∏
e

[
4neB2ne(|bP1,−ke |)

ne!

]∏
v

N (gv)

k⃗v
×

×

∏
e

(
−∂

4b2∂(P 2
1,−ke)

)ne−1∏
v

V bgv,nv
(4πbP1,−k⃗v )

(2π2)3gv+nv−3

∣∣∣∣∣
P 2

e =0

,

(17)

где каждому ребру графа сопоставляется два числа ke = 1 . . . p и ne ∈ N

и сумма выше ведется по всем таким сопоставлениям; Bn(x) — полиномы

Бернулли. Также существует более компактная формальная запись

Ǎgn(k⃗) =
∑
Γ

1

|Aut(Γ)|
∑
k⃗e∈Z

∏
v

(
N (gv)

k⃗v

V bgv,nv
(4πbP1,−k⃗v )

(2π2)3gv+nv−3

)∏
e

2b|P1,−ke |, (18)

где расходящиеся суммы по ke ∈ Z интерпретируются в смысле дзета-

регуляризации.

В подразделе 4.2.4 обсуждается предел p → ∞, в котором (2, 2p+ 1)

минимальная струна сводится к теории гравитации Джакива-Тейтельбойма

(JT), а амплитуды — к объемам постранств модулей поверхностей посто-

янной кривизны с коническими дефектами. Из результатов, изложенных

выше, следует, что существует подход к вычислению таких объемов с ис-

пользованием спектральной кривой JT-гравитации после x−y замены. Это

демонстрируется на нескольких простейших примерах. Также показано,

что в этом пределе можно аргументировать появление ряда из полиномов

Бернулли в формуле (17).

В главе 5 (заключении) сформулированы выносимые на защиту ре-

зультаты диссертации.
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