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Общая характеристика работы

Началом теории электронных многочастичных систем можно считать
работу Энрико Ферми [1]. В работе Ферми описана термодинамика систе
мы состоящей из большого числа невзаимодействующих частиц, находящих
ся в ограниченном объёме. При этом частицы удовлетворяли определённой
квантовой статистике: никакие две частицы не могли занимать одно и то же
квантовое состояния. В последствии эта модель получила название модель
"Ферми-газа" т.к. в модели рассматриваются невзаимодействующие частицы
а сами частицы получили название "фермионы". Самый известный фермион
– электрон. Термодинамические свойства этой модели совпадают с термодина
мическими свойствами многих металлов при низкой температуре. Эта модель
легла в основу модели Зомерфельда [2], благодаря которой была объяснена
проводимость и теплопроводность металлов. Тем не менее, несмотря на всю
предсказательную силу, модель Ферми имеет существенный недостаток: в ней
не учтено взаимодействие электронов друг с другом, которое неминуемо име
ется т.к. электрон заряженная частица.

Следующее существенное продвижение в теории электронных систем
было получено в работе Льва Ландау [3]. Он показал, что низко-энергетиче
ское возбуждение системы с отталкивающим взаимодействием, может быть
представлено как сумма элементарных возбуждений. Эти элементарные воз
буждения обладают всеми свойствами частиц поэтому их назвали квазичасти
цы. Таким образом Ландау показал, что даже в присутствии взаимодействия
многие свойства системы похожи на свойства невзаимодействующей систе
мы. Модель Ландау получила название "Ферми-жидкость" т.к. учитывала
взаимодействие. Основным свойством ферми-газа, которое позволило Ландау
построить теорию ферми-жидкости является наличие большой (больше чем
все другие энергетические масштабы задачи) энергии Ферми. Энергия Фер
ми для ферми-газа определена следующим образом: эта изменение энергии
основного состояния при добавление к системе ещё одного фермиона.

Теория ферми-жидкости применима, как было отмечено выше, только
при отталкивающем взаимодействие. Притягивающее взаимодействие сильно
меняет свойства системы, приводя к фазовому переходу в сверхпроводящее
состояние при низких температурах. Первая модель, которая описала это яв
ление была предложена Бардином, Купером и Шриффером в работе [4]. Для
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их модели также важно то, что энергия ферми превосходит другие масштабы
в задаче.

Теория Ландау и теория Бардина, Купера, Шриффера (БКШ) легли
в основу теории металлов. Однако, со временем, были обнаружены сверхпро
водники с аномально высокой температурой перехода в сверхпроводящее со
стояние [5]. Свойства этих веществ выше температуры перехода напоминают
металлические, но не могут быть описаны в рамках теории ферми-жидкости.
Например, сопротивление этих веществ линейной зависит от температуры, в
то время как для ферми-жидкости эта зависимость квадратичная. При этом
такое поведение не может быть объяснено взаимодействием с фононами.

К сожалению, полноценной модели, предсказывающей свойства таких
веществ, пока не существует. Очевидно, лишь то, что взаимодействие долж
но играть решающую роль в такой модели. Однако, далеко не все модели
со взаимодействием допускают аналитическое решение. Одной из моделей с
сильным взаимодействием и с возможностью аналитического описания явля
ется модель Сачдева-Йе-Китаева (SYK).

Модель SYK была предложена Алексеем Китаевым в 2015г. на уст
ном докладе, [6] работа появилась несколько позже. В модели рассматрива
ется нульмерный объект (квантовая точка), в которой существует 𝑁 ≫ 1

врожденных одночастичных уровня, которые могу занимать майорановские
фермионы. Таким образом взаимодействие полностью определяет динамику
системы. В этой модели матричные элементы взаимодействия представляют
ся случайными независимыми гауссовыми величинами с нулевым средним
и масштабом дисперсии 𝐽 . При нулевой температуре, можно выделить два
важных интервала времён: 1) короткие времена 1 ≪ 𝐽𝜏 ≪ 𝑁 и 2) длин
ные 𝑁 ≪ 𝐽𝜏 . На коротких временах, для описания модели можно восполь
зоваться средне-полевым подходом. На длинных временах, флуктуации ста
новятся важны. Не-ферми-жидкостное поведение модели выражено в пове
дении функции Грина. Которая, в случае коротких времён ведёт себя как
𝐺(𝜏) ∼ 𝜏−1/2; в случае длинных 𝐺(𝜏) ∼ 𝜏−3/2 (см. [7]).

Естественным шагом, с точки зрения исследования систем с сильным
взаимодействием, выглядит рассмотрение модели с возмущением, которое бы
приводило к снятию вырождения одночастичных состояний. Ранее мы рас
сматривали такое возмущение с характерным энергетическим масштабом Γ.
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Нами было показано [8] что при 𝑁Γ ≪ 𝐽 свойства модели не изменяются.
При увеличении силы возмущения происходит фазовый переход и флуктуа
ционные эффекты сильно подавляются, из-за этого на временах, таких что
Γ2𝜏 ≫ 𝐽 , функция Грина демонстрирует поведения свойственное ферми-жид
кости: 𝐺(𝜏) ∼ 𝜏−1 (см. [8]). Возникает вопрос, определено ли поведение си
стемы только её седловыми уравнениями или же флуктуации тоже нужно
учитывать? Ответ на этот вопрос получен в данной работе.

Другой аспект, с точки зрения которого модель SYK интересна для изу
чения, являются её хаотичные свойства. Хаотичные свойства классической
системы проявляются в неустойчивости траектории движения по отношению
к малым изменениям начальных условий. Чувствительность системы к на
чальным условиям была отмечена А.Пуанкаре при изучении неустойчивости
в задаче трёх тел. Позднее эта задача изучалась А. Ляпуновым. Термин "Эф
фект бабочки" был предложен Э. Лоренцом, который обнаружил подобную
неустойчивость, при моделировании атмосферных явлений. Эффект выра
жен в том, что расстояние между изначально очень близкими траекториями
системы со временем растёт экспоненциально т.е.

{𝑞(𝑡),𝑝(0)} =
𝜕𝑞(𝑡)

𝜕𝑞(0)
∼ 𝑒𝜆𝐿𝑡. (1)

Выше {. . . , . . .}-скобка Пуассона для данной системы, 𝑝 и 𝑞 канониче
ски сопряжённые импульс и координата соответственно. Показатель 𝜆𝐿 на
зывают экспонентой Ляпунова. Эта формула также может быть обобщена на
случай квантовых систем. В таком случае экспонента Ляпунова может быть
получена, по аналогии, из коррелятора следующего вид:

⟨[𝑞(𝑡),𝑝(0)]2⟩ ∼ 𝑒𝜆𝐿𝑡. (2)

Из формулы (2) следует, что для вычисления экспоненты Ляпунова нам необ
ходимо вычислять корреляторы аномально упорядоченные во времени. В
английской литературе их называют out-of-time ordered correlator (OTOC).
Связь подобных корреляторов с хаотичным поведением системы была впер
вые отмечена в работе [9]. В общем случае мы можем рассматривать не только
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сопряжённые пары операторов но и корреляторы вида:

𝐹 (𝑡1,𝑡2,𝑡3,𝑡4) = ⟨𝑋1(𝑡1)𝑋2(𝑡2)𝑋3(𝑡3)𝑋4(𝑡4)⟩, (3)

где 𝑋𝑖-произвольные операторы. Мы будем полагать, что 𝑡1 ≈ 𝑡3 > 𝑡2 ≈ 𝑡4.
Изучение таких корреляторов позволяет характеризовать хаотичные свой
ства системы а также понять распространение информации в квантовой си
стеме [10; 11].

Для экспериментального изучения OTOC нам нужно "переместиться"
в прошлое, создать возмущение и посмотреть к чему оно приведёт по срав
нению с тем, что мы видели до этого. Подобный опыт, для классической
системы, был описан в рассказе Р. Брэдбери ”И грянул гром”, главные герои
которого, отправившись в далёкое прошлое и убив там бабочку, увидели рази
тельное отличие в их мире по возвращению назад. Оказывается, что подобный
"эксперимент"может быть реализован. Современные управляемые квантовые
системы, имеющие большое число степеней свободы, позволяют изучать по
добные корреляторы. Полностью контролируя систему, мы можем изменить
знак Гамильтониана, определяющего эволюцию. После такой замены, систе
ма эффективно начнёт двигаться назад во времени. Подобный эксперимент
был поставлен группой Google Quantum Ai [12].

Для достаточно большого класса систем указанный коррелятор (3)
обладает универсальным поведением. А именно:

𝐹 (𝑡1,𝑡2,𝑡3,𝑡4)

⟨𝑋1(𝑡1)𝑋3(𝑡3)⟩⟨𝑋2(𝑡2)𝑋4(𝑡4)⟩
≈ 1− 1

𝐶
𝑒𝜆𝐿(𝑡1−𝑡2). (4)

Где как и раньше параметр 𝜆𝐿– экспонента Ляпунова данной квантовой си
стемы. При этом 𝐶 ≫ 1. Для таких систем можно получить общую оценку
на экспоненту Ляпунова (далее ~ = 1):

𝜆𝐿 ≤ 2𝜋𝑇. (5)

Это оценка была получена в работе [13]. Одним из примеров, для которой эта
оценка насыщается, является модель SYK.

Следующую вопрос, который естественно задать: как ведёт себя этот
коррелятор в случае 𝑡1 − 𝑡2 ∼ 𝜆−1

𝐿 ln𝐶? Время 𝑡𝐸 = 𝜆−1
𝐿 ln𝐶 называют вре
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менем Эренфеста. В случае модели SYK ответ на этот вопрос был получен в
работе [14] в которой было показано, что при 𝑡−𝑡𝐸 ≫ 𝜆−1

𝐿 коррелятор 𝐹 стре
мится к 0. В работе [15] было рассмотрено поведение OTOC для нульмерных
фермионных систем на временах больших чем время Эренфеста. В работе
было показано, что такой коррелятор может быть вычислен универсальным
способом, исходя из поведение коррелятора на малых временах (4 ) и парных
корреляционных функций .

В общем случае для нульмерных систем мы можем отметить, что на
временах 𝑡 ≪ 𝑡𝐸, коррелятор изменяется экспоненциально, но этот рост по
давлен фактором 𝐶−1, таким образом, несмотря на быстрый рост, коррелятор
слабо отличается от единицы. Мы будем говорить, что на таких временах хао
тичные свойства слабо развиты. На временах 𝑡−𝑡𝐸 ≫ 𝜆−1

𝐿 хаотичные свойства
проявляются полностью.

Что следует ожидать для системы с ненулевой пространственной раз
мерностью? Предположим, что операторы 𝑋2 и 𝑋4 действуют в точке r2. Точ
ку r1 и время приложение операторов 𝑋1 и 𝑋3 мы будем менять, вычисляя
при этом OTOC. В результате, при фиксированной разнице времени 𝑡1 − 𝑡2

мы можем разделить систему на две области: 1) область развивающегося ха
оса с 𝐹 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 и 2) область развитого хаоса с 𝐹 → 0. В частности, точки на
достаточно большом удалении относятся к области 1. Область 2 появляется
только при 𝑡1 − 𝑡2 ≥ 𝑡𝐸. Эти области разделяет граница (фронт), которая
со временем движется с некоторой скоростью, что приводит к увеличению
области 2. Скорость этого движения, вообще говоря, зависит от направления
т.к. информация о возмущении в системе распространяется баллистически.
Подобный сценарий распространения информации для систем с локальным
гамильтонианом был описан в [10], при этом наличие подобного фронта встре
чалось и в других моделях, например [16; 17].

В данной работе мы исследуем поведение системы, состоящей из гра
нул, динамика в каждой из них описывается гамильтонианом модели SYK;
при этом существует туннелирование между гранулами. Мы покажем что сце
нарий, упомянутый выше, применим для описания поведения OTOC в нашей
системе. Нами также впервые вычислена скорость распространения фронта
в обобщении модели SYK. Предложенный способ вычисления может быть
также применён и к другим моделям основанным на модели SYK.
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Целью данной работы является изучения свойств не-ферми-жидкост
ной модели связанных с диссипацией, кинетикой и квантовым хаосом.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следую
щие задачи:

1. Построить действие для мягких мод для задачи с возмущением,
амплитуда которого зависит от времени.

2. Исходя из полученного действия построить квадратичной действие
определяющие пропагатор флуктуаций и различные функции от
клика.

3. Исходя из выведенного действия, найти восприимчивость системы
на модуляцию гамильтониана.

4. Для случая моделей с ненулевой размерностью построить уравне
ния непрерывности и найти выражение для токов, вызванных ис
точниками.

5. Изучить поведение восприимчивости в различных режимах.
6. Изучить поведение аномально упорядоченной корреляционной

функции, определяющей хаотичные свойства изучаемой модели
Основные положения, выносимые на защиту:
1. Вычислена восприимчивость в модели Сачдева-Йе-Китаева с воз

мущением при модуляции амплитуды квадратичного возмущения.
Показано, что мнимая часть восприимчивости имеет резонансное
поведение с положением резонанса равной частоте перехода между
уровнями эффективного гамильтониана флуктуаций.

2. Получены транспортные коэффициенты для обобщения модели
Сачдева-Йе-Китаева на случай системы с ненулевой размерностью.
Изучены свойства теплопроводности, проводимости и коэффициен
та Зеебека.

3. Изучено поведение аномально упорядоченного коррелятора, в том
числе на временах больших чем время Эренфеста, для обобщения
модели Сачдева-Йе-Китаева на случай системы с ненулевой размер
ностью. Исходя из свойств коррелятора вычислена скорость распро
странения информации в системе о приложенном возмущении.

Научная новизна:
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1. Впервые получено выражение для поглощения энергии в модели
SYK с квадратичным возмущением при модуляции амплитуды воз
мущения.

2. Впервые вычислены кинетические коэффициенты как функции про
извольного импульса и частоты в обобщении модели SYK на случай
систем с ненулевой размерности. Обнаружены существование мед
ленно затухающих возбуждений с большой энергией.

3. Впервые исследовано поведение аномально-упорядоченного во вре
мени коррелятора в обобщении модели SYK на случай систем с нену
левой размерностью. А также впервые вычислена скорость распро
странения информации в системе.

Актуальность исследования, и его научная и практическая
значимость.

Модель Сачдева-Йе-Китаева представляет живой интерес с точки зре
ния изучения свойств не-ферми-жидкостной системы а также квантового хао
са. Обе затронутые темы активно изучаются в научном сообществе в течение
последних лет; поэтому изучения роли флуктуаций в этих процессах являют
ся актуальной и интересной задачей.

Изучение роли флуктуаций мотивировано их центральным местом в
описании не-ферми-жидкостных явления в модели SYK.

Изучение хаотичных свойств в обобщении модели SYK мотивировано
тем, что сама по себе модель SYK является исключительной в этом вопро
се: она является максимально хаотичной. С другой стороны, современные
технологии позволяют изучать свойства распространения информации на ис
кусственных квантовых системах.

Достоверность и апробация работы. Основные результаты рабо
ты докладывались на:

– Конференция Landau Days 2021, Черноголовка, Россия, 28 июня –
01 июля 2021 г.; доклад «Non-equilibrium Sachdev-Ye-Kitaev model
with quadratic perturbations»

Кроме этого, все результаты докладывались на научных семинарах
учёного совета ИТФ им. Л.Д. Ландау РАН.
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Личный вклад. Все результаты, приведённые в данной диссертаци
онной работе, получены лично автором или при его непосредственном уча
стии.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены
в следующих работах:

1. Lunkin A., Feigel’man M. Non-equilibrium Sachdev-Ye-Kitaev model with
quadratic perturbation // SciPost Physics. — 2022. — янв. — т. 12, № 1. —
с. 031. — DOI: 10.21468/SciPostPhys.12.1.031.

2. Лункин А. Эффект бабочки в системе квантовых точек в модели Сач
дева-Йе-Китаева // Письма в ЖЭТФ. — 2022. — февр. — т. 115, № 5. —
с. 328. — DOI: 10.31857/S123456782205010X.

3. Lunkin A., Feigel’man M. High-frequency transport and zero-sound in an
array of SYK quantum dots // arXiv:2112.11500. — 2021.

Работы изданы в 2 печатных изданиях, 2 из которых изданы в журна
лах, рекомендованных ВАК.

Содержание работы

Диссертация состоит из введения, пяти глав и заключения.
Во введении обосновывается актуальность исследований, проводи

мых в рамках данной работы, приводится обзор научной литературы по изу
чаемой проблеме, формулируется цель, ставятся задачи работы, сформулиро
ваны научная новизна и практическая значимость представляемой работы.

Первая глава посвящена введению в модель SYK. Гамильтониан ко
торый имеет вид:

𝐻 =
1

4!

𝑁∑︁
𝑖𝑗𝑘𝑙=0

𝐽𝑖𝑗𝑘𝑙𝜒𝑖𝜒𝑗𝜒𝑘𝜒𝑙 (6)

Здесь 𝜒𝑖 -фермионные операторы, 𝑁 ≫ 1. Матричные элементы взаи
модействия случайны, гауссовы, с нулевым средним и дисперсией:

𝐽2
𝑖𝑗𝑘𝑙 =

6𝐽2

𝑁 3
(7)
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В этой главе представлено вычисление функции Грина на седловом
уровне а также с учётом сильных флуктуаций. В дальнейшем флуктуации
будут играть центральную роль в этой работе.

Во второй главе введена модель с квадратичным возмущением и опи
сана его роль в подавлении флуктуаций. Это подавление происходит за счёт
появление локализованных уровней в эффективном гамильтониане флукту
аций. Первая и вторая глава служат введением в предмет, описанные в
них результаты не выносятся на защиту.

В третьей главе описано влияние флуктуаций на поглощение энер
гии системы при модулировании амплитуды квадратичного возмущения. Ско
рость поглощения 𝑊 (𝜔) при модуляции на частоте 𝜔 может быть выражена
как:

𝑊 (Ω) = Ω
2ℑ𝜒(Ω) ; 𝜒(Ω) = − 𝑖

2
𝛿2𝑍Φ

𝛿𝑓𝑞
Ω𝛿𝑓

𝑐𝑙
Ω

𝑍Φ =
∫︀
𝒟𝜑𝑒𝑖𝑆 (8)

Где 𝑆 - действие нашей модели в формализме Келдыша а 𝑓(𝑡) модуляция ам
плитуды возмущения. Мы показываем, что восприимчивость 𝜒(Ω) как функ
ция частоты Ω = 𝜔

2𝜋𝑇 , 𝑇 -температура системы, и флуктуационный пропага
тор мягких мод связаны как:

𝜒(Ω) = −2𝑔

𝜀0
𝜓(−Ω)

[︂
1 +

𝑔

2𝜀0
Ω2𝒢𝑅

Ω𝜓(−Ω)

]︂
(9)

Здесь величина 𝑔 ∼ 𝑁 Γ2

𝐽𝑇 и 𝜀0 ∼ 𝑁 𝑇
𝐽 . Γ-характерный масштаб матрич

ных элементов. Функция 𝒢𝑅
Ω - запаздывающая функция Грина для мягких

мод. В задаче с возмущением и без накачки она имеет вид:

[︀
𝒢𝑅(Ω)

]︀−1
= Ω2

(︁
𝜀0
(︀
Ω2 + 1

)︀
− 𝑔

2𝜀0
𝜓(Ω)

)︁
;

𝜓(Ω) = Ψ
(︀
1
2 − 𝑖Ω

)︀
−Ψ

(︀
−1

2

)︀
Ψ(𝑧) = 𝜕𝑧 ln Γ(𝑧) (10)

Тут Γ(𝑧) - гамма функция Эйлера.
При 𝑔 ≫ 𝜀20 ⇔ 𝑇 ≪ Γ функция Грина 𝒢(Ω) демонстрирует "резонанс

ное" поведение с частотой резонанса ±Ω𝑅 и шириной Ω𝑊 . Эти параметры
определены уравнением:

Ω2
𝑅 = 𝑔

2𝜀20
ln(Ω𝑅) ;

Ω𝑊

Ω𝑅
≈ 𝜋

4 ln(Ω𝑅)
𝑔
2𝜀20

∼
(︀
Γ
𝑇

)︀2 (11)
11



В результате, восприимчивость имеет резонансный вид, с частотой ре
зонанса Ω𝑅 равной переходу между уровнями в эффективном гамильтониане
флуктуаций. Нами также исследовалось поглощение системы при наличии
накачки на резонансной частоте с амплитудой 𝐴

Важно отметить, что накачка приводит к тому что наша система по
стоянно поглощает энергию, поэтому для достижения равновесия необходи
мо учитывать также связь с внешней тепловой баней. Мы применим другой
подход: рассмотрим накачку конченой длительности 𝑡pump такой, что полная
энергия, которую поглотила наша система𝐸abs = 𝑊 (𝜔)𝐴2𝑡pump достаточно
мала т.е. изменение температуры системы Δ𝑇 относительно мало, Δ𝑇 ≪ 𝑇 .

В нашем подходе мы изучаем отклик системы в квази-стационарном
положении на частоте 𝜔 ограниченной условием 𝜔 ≫ 1/𝑡pump. Увеличение
температуры системы определяется выражением Δ𝑇 = 𝐸abs/𝐶(𝑇 ) где 𝐶(𝑇 )
это теплоёмкость нашей системы. Главный вклад в теплоёмкость 𝐶(𝑇 ) в ин
тересном для нас области 𝑇 ≪ Γ связан с квадратичным возмущением в
действии. Теплоёмкость 𝐶(𝑇 ) может быть вычислена в седловом приближе
нии; Соответствующее вычисление энтропии было сделано в работе [18], од
нако в ней не было замечено что в области 𝑇 < Γ доминирующий вклад в
теплоёмкость 𝐶(𝑇 ) ведёт себя как

√
4𝜋𝑁Γ2/𝐽𝑇 . В результате, мы находим

следующую цепочку неравенств на амплитуду накачки 𝐴 и частоту 𝜔:

𝜔𝑅𝐴
2 ln2

𝜔𝑅

𝑇
≪ 1

𝑡pump
≪ 𝜔 (12)

Основной эффект от наличия накачки сводится к поправке действия
низкочастотных флуктуаций. В результате, функция Грина этих флуктуаций
имеет вид:

[︀
𝒢𝑅(Ω)

]︀−1
= Ω2

(︁
𝜀0
(︀
Ω2 + 1

)︀
− 𝑔

2𝜀0
𝜓(−Ω)

)︁
+ 𝑖𝜋 𝑔Ω𝑃

𝜀0
Ω
(︀
𝐴
2

)︀2
. (13)

Это приводит к тому, что при достаточно низких частотах скорость
поглощения имеет вид:

𝑊 (𝜔) =
𝜔

2
ℑ𝜒(𝜔) = 𝐴2

2
𝑁𝜋3/2𝜔𝑅

Γ2

𝐽
(14)
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Удивительным образом эта величина не зависит ни от частоты накачки ни
от температуры. Мы назвали этот режим поглощения "сухим трением".

В четвёртой главе мы расширяем модель на случай системы с нену
левой размерностью и исследуем кинетические коэффициенты. Мы изучаем
систему квантовых точек. Гамильтониан модели имеет вид:

𝐻 =
∑︀
r

{︃
𝐻r +

∑︀
𝛿r

∑︀
𝑖,𝑗

(︁
𝑡r,𝑖;r+𝛿r,𝑗𝜓

†
r,𝑖𝜓r+𝛿r,𝑗 + ℎ.𝑐.

)︁}︃
𝐻r =

1
2!

∑︀
𝑖,𝑗,𝑘,𝑙

𝐽𝑖,𝑗;𝑘,𝑙;r 𝒜
{︁
𝜓†

r,𝑖𝜓
†
r,𝑗𝜓r,𝑘𝜓r,𝑙

}︁
+

∑︀
0<𝑖,𝑗≤𝑁

Γ𝑖,𝑗,r𝜓
†
r,𝑖𝜓r,𝑗 (15)

Здесь 𝜓r,𝑖 оператор уничтожения 𝑖−ого фермиона в точке с радиус вектором
r. Первый член в первой строке представляет собой гамильтониан внутри точ
ки в то время как второй член описывает туннелирование между соседними
точками. Радиус вектор 𝛿r - вектор между соседними точками (без ограниче
ния общности, мы предполагаем, что точки образуют квадратную решётку).
Матричные элементы туннелирования – случайные гауссовы величины, с ну
левым средним, и дисперсией определённой как:

𝑡2r,𝑖;r+𝛿r,𝑗 =
𝑤2

𝑁
(16)

Для вычисления электрической и тепловой проводимости нам необ
ходимо ввести источники, которые описывают приложенный электрический
потенциал и потенциал Латинжера. В таком случае гамильтониан имеет вид:

𝐻𝑆(𝑡) = 𝐻 +
∑︁

r

(𝒬r𝑈(r,𝑡) + 𝐿(r,𝑡)ℋr) (17)

Где 𝒬r и ℋr плотность заряда и энергии.
Нами были найдены выражения связывающую токи в системе и источ

ники они имеют следующий вид:

(︃
𝑗
(𝑄),𝛼
p,𝜔

𝑗
(𝐸),𝛼
p,𝜔

)︃
=

(︂
𝜎(p,Ω)𝑒2 −2𝜋ℰ𝑒𝜎(p,Ω)

−2𝜋ℰ𝑒𝑇𝜎(p,Ω) �̃�(p,Ω)+(2𝜋ℰ)2𝑇𝜎(p,Ω)

)︂(︃ −𝑖𝑝𝛼𝑈p,𝜔
−𝑖𝑝𝛼𝑇𝐿(𝑐𝑙)p,𝜔

)︃
(18)
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Здесь 𝑒 заряд фермиона, ℰ-параметр связный с электрон-дырочной ассимит
рией; напомним также что Ω = 𝜔/2𝜋𝑇 . Левый верхний угол матрицы в вы
ражении (18) показывает что проводимость системы как функция частоты
и импульса определяется функцией 𝑒2𝜎(𝜔,𝑝) (полное выражение для кото
рой написано в тексте диссертации, ниже мы разберём два предельных слу
чая). Выражения для теплопроводности (нижний правый элемент в матрице
в выражении (18)) содержит два члена. Первый из них описывает транспорт
тепла в отсутствии транспорта заряда (далее мы будем называть его "внут
ренним").

Существует два режима поведения системы. При низких частотах,
много меньших температуры, в системе наблюдается локальное равновесие и
транспорт системы диффузный. Это проявляется в том, что проводимость и
теплопроводность имеют следующий вид:

𝜎(p,Ω) = (2𝜋)2�̃�
−𝑖Ω𝐶𝑄

−𝑖𝐶𝑄Ω+(2𝜋)2�̃�𝑝2 �̃�(p,Ω) = (2𝜋)2�̃�𝑇 𝜋2

8

−𝑖Ω[𝐶𝐸+2𝐶]
−𝑖(𝐶𝐸+𝐶)Ω+ �̃�𝜋2

8 𝑝2
(19)

Константы, стоящие в этих выражениях связаны с термодинамически
ми свойствами всей системы. Как мы видим закон дисперсии проводимости и
теплопроводности как функции импульса и частоты показывает диффузное
поведение с коэффициентами диффузии (зарядовой и энергетической соот
ветственно):

𝐷𝑒 = 𝜎0

[︂
𝜕𝑄

𝜕𝜇

]︂−1

∝ 1

𝑇
(20)

𝐷𝑇 = 𝑇𝜎0
𝜋

16

[︁
𝐶𝐸 + 𝐶

]︁−1

∝ 𝑇 at𝑇 ≪ Γ, (21)

Число Лоренца 𝐿, определённое отношением теплопроводности к про
водимости и температуре, в пределе нулевой частоты и импульса даётся сле
дующей формулой:

𝐿 =
�̃�(0,0)

𝑇𝜎(0,0)
+ (2𝜋ℰ)2 = 𝜋2

8

𝐶𝐸 + 2𝐶

𝐶𝐸 + 𝐶
+ (2𝜋ℰ)2 = 𝜋2

8

𝛼𝑠 +
√
𝑏Γ

2+4𝑑𝑤2

(2𝜋𝑇 )2

𝛼𝑠 +
√
𝑏
2

Γ2+4𝑑𝑤2

(2𝜋𝑇 )2

+ (2𝜋ℰ)2

(22)

14



Здесь 𝛼𝑆 и 𝑏 -некоторый численные константы. При относительно высоких
температурах 𝑇 ≥ Γ теплоёмкость системы мало отличается от теплоёмкости
модели SYK, в этом пределе 𝐶𝐸 ≫ 𝐶Γ, и отношение Лоренца совпадают с ре
зультатами работы [19], 𝐿 = 𝜋2/8+(2𝜋ℰ)2 . Однако, при низких температурах
𝑇 ≪ Γ теплоёмкость определяется вкладом связанным с квадратичным воз
мущением и туннелированием 𝐶Γ ≫ 𝐶𝐸, в таком случае отношение Лоренца
имеет вид:

𝐿 =
𝜋2

4
+ (2𝜋ℰ)2 (23)

Таким образом изменение отношения Лоренца происходит при температурах
𝑇 ∼ Γ ≫ 𝑇𝐹𝐿. При таких температурах изменение седлового решение малое
и весь найденный нами эффект связан с флуктуациями мягкой моды. При
низких температурах 𝑇 ≤ 𝑇𝐹𝐿 это отношение принимает вид характерный
для ферми жидкости: 𝐿𝐹𝐿 = 𝜋2

3 .
В случае больших частот, превосходящих температуру, в системе мо

гут существовать возбуждения с медленным затуханием. В частности при
достаточно больших частотах проводимость имеет вид:

𝜎(p,Ω) = 8�̃�𝐶𝑄
𝑖Ω𝜓(Ω)

𝐶𝑄Ω2 − 8�̃�𝑝2𝜓(Ω)
𝜓(Ω) ≈ ln(|Ω|)− 𝑖

𝜋

2
𝑠𝑖𝑔𝑛(Ω) (24)

При Ω ≫ 1 вещественная часть функции 𝜓(Ω) намного большой мни
мой, в результате затухание волн, спектр которых определяется полюсом про
водимости из выражения (24), мало. Уравнения на спектр этих волн имеет
вид:

𝜔2(𝑝) = 𝑠2𝑝2 ln
(︁𝑠𝑝
𝑇

)︁
𝑠 = 𝑇

√︂
8
𝜎0
𝐶𝑄

(25)

Характерная скорость волн 𝑠 не зависит от температуры:

𝑠 =
2𝑏1/4

𝐾1/2
𝑎𝑤 (26)
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Для выполнения условия 𝜔 ∼ 𝑠𝑝 ≫ 𝑇 , температура системы должна
быть достаточно малой, 𝑇 ≪ 𝑤. Отметим также что скорость 𝑠 не зависит
от наибольшего масштаба энергии 𝐽 в системе.

В пятой главе мы исследуем хаотичный свойства обобщения модели
SYK. Гамильтониан рассматриваемой модели имеет вид:

𝐻 =
∑︀
r

{︃
𝐻r + 𝑖

∑︀
𝛿r

∑︀
𝑖,𝑗

𝑤r,𝑖;r+𝛿r,𝑗𝜒r,𝑖𝜒r+𝛿r,𝑗

}︃
,

𝐻r =
1
4!

𝑁∑︀
𝑖,𝑗,𝑘,𝑙

𝐽𝑖,𝑗,𝑘,𝑙;r𝜒r,𝑖𝜒r,𝑗𝜒r,𝑘𝜒r,𝑙. (27)

Он аналогичен гамильтониану из предыдущей главы, но для простоты мы
рассматриваем здесь майорановские фермионы. Предметом изучения этой
главы является аномально упорядоченный во времени коррелятор. Основным
методом работы с ним является техника Келдыша (однако, контур должен
состоять из 4х частей две из которых идут впрёд во времени и две назад) ,
используя которую, мы можем записать коррелятор как:

𝐹 (𝑡1,𝑡2,𝑡3,𝑡4) =
1

𝑁 2

∑︁
𝑖,𝑖′

⟨𝑇𝒞𝜒(1)
r1,𝑖(𝑡1)𝜒

(2)
r2,𝑖′(𝑡2)𝜒

(3)
r1,𝑖(𝑡3)𝜒

(4)
r2,𝑖′(𝑡4)⟩ (28)

Здесь 𝑇𝒞 - обозрачает упорядочение вдоль контура, а верхний индекс
у оператора - часть контура на которой мы его рассматриваем. В работе мы
нашли поведения коррелятора 𝐹 в данной модели (точнее 𝐹 , который отли
чается от 𝐹 нормировкой на парные корреляционное функции ). Поведение
этого коррелятора имеет следующий вид:

𝐹 (𝑢1,𝑢2,𝑢3,𝑢4) =
𝑈(2Δ,1, 1𝑧)

𝑧2Δ =

⎧⎨⎩1− 4𝑧Δ2 𝑧 ≪ 1

ln(𝑧)
𝑧2ΔΓ(2Δ) 𝑧 ≫ 1

. (29)

Здесь 𝑈 -вырожденная гипергеометрическая функция, однозначно
определённая своими асимптотиками. Выражение для 𝑧 имеет вид:

𝑧 ≡ 𝑖

4

𝑓𝛼(r1 − r2)

𝐶𝐽 +
∑︀
𝛿r

𝐶𝑤

(︀
𝜋2

8 − 1
)︀ sinh

(︀
𝑢4+𝑢2−𝑢1−𝑢3

2

)︀
sinh

(︀
𝑢4−𝑢2

2

)︀
sinh

(︀
𝑢3−𝑢1

2

)︀ , (30)
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𝑓𝛼(r) ≡
∫︁
𝐵𝑍

𝑑𝑑p

(2𝜋)𝑑
𝑒𝑖rp

1 + 𝛼
∑︀

𝛿r sin
2
(︁
p𝛿r
2

)︁ , (31)

𝛼 ≡

∑︀
𝛿r

𝐶𝑤
𝜋2

8

𝐶𝐽 +
∑︀
𝛿r

𝐶𝑤

(︀
𝜋2

8 − 1
)︀ = [︃8𝛼𝑆

𝑑𝜋2

(︂
2𝜋𝑇

𝑤

)︂2

+ (1− 8

𝜋2
)

]︃−1

. (32)

Здесь 𝑑-размерность нашей системы.
Во-первых, при 𝐶𝑤 = 0 мы получаем ответ для OTOC в модели SYK,

это выражение совпадает с формулой (6.10) работы [14] и совпадает с ре
зультатом применения метода из статьи [20] к модели SYK. Отметим, что
предложенный нами метод вычисления отличается от методов в упомянутых
работах, совпадение результатов – указание на возможность применение ме
тода описанного в работе.

Во-вторых, интеграл 𝑓𝛼(r) определяет зависимость от расстояния меж
ду операторами в корреляторе. Этот интеграл экспоненциально затухает с
расстоянием, но вид затухание зависит не только от модуля r но и направ
ления, при не очень больших 𝛼 (при больших 𝛼 интеграл набирается на ма
лых 𝑝 и эта зависимость пропадает). Таким образом мы делаем вывод, что
информация о возмущение в системе распространяется баллистически, что
качественно совпадает с поведением других систем [10; 16; 17].

В-третьих, из формулы (29) следует, что в области с 𝑧 ≫ 1 корреля
тор – мал, 𝐹 ≈ 0, мы будем говорить что точки из этой области "знают" о
приложенном возмущении; область с 𝑧 ≪ 1 "не знает" о возмущении и в ней
𝐹 ≈ 1. Остановимся подробнее на области c 𝑧 ∼ 1. Зафиксировав направле
ние, мы можем отметить, что 𝑧 ∝ 𝑒𝜆𝐿(|𝑡12|− 𝑟12

𝑣 )−ln(𝑁), тут 𝑟12 = |r1 − r2| ≫ 1 и
𝑡12 = 𝑡1− 𝑡2 ≈ 𝑡3− 𝑡4, 𝑣-некоторый параметр с размерностью скорости. Из это
го вида мы можем сказать, что со временем область 𝑧 ∼ 1 распространяется
со скоростью 𝑣, вдоль зафиксированного ранее направления.

Рассмотрим зависимость скорости от температуры. Скорость распро
странения определяется параметром 𝛼 (см. (31,32)). Отметим, что 𝛼 не за
висит от 𝐽 и определяется только параметром 𝑇

𝑤 . При достаточно высоких
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температурах 𝑇 ≫ 𝑤, 𝛼 ∼
(︀
𝑤
𝑇

)︀2 ≪ 1 -зависит от температуры. При малых
𝛼 скорость распространения сильно зависит от направления. В противопо
ложном случае 𝑤 ≫ 𝑇 параметр 𝛼 ≈ 𝛼0 = 𝜋2

𝜋2−8 принимает универсальное
значение которое не зависит ни от параметров системы ни от температуры.
Стоит отметить, что 𝛼0 ≈ 5.27 и мы можем считать что 𝛼0 ≫ 1. В таком слу
чае интеграл в выражении (31) набирается на малых импульсах, а скорость
распространения почти не зависит от направления. При 𝑤 ≫ 𝑇 скорость рас
пространения 𝑣𝑓 = 2𝜋𝑇

√︀
𝛼0

2 𝑎-зависит только от температуры и длины ребра
решётки. Отметим, что несмотря на то, что вклад с 𝑤 в седловое уравнение
не существенен при 𝑇 ≫ 𝑇𝐹𝐿 ∼ 𝑤2

𝐽 свойства системы сильно меняются при
𝑇 ∼ 𝑤.

Наконец, в заключении приведены основные результаты и выводы
данной работы. Некоторые технические детали вынесены в приложения А
соответственно.
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