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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Графен — двумерный материал, представляющий
собой слой углерода толщиной в один атом. Он был впервые получен в изолиро-
ванном виде Геймом и Новоселовым в 2004 году [1]. Последующие транспортные
измерения [2—9] показали, что графен является проводником с уникальными
физическими свойствами. В частности, минимальная электрическая проводи-
мость графена близка к квантовому значению e2/h и при этом очень слабо
зависит от температуры. Кроме того, графен в сильном поперечном маг-
нитном поле демонстрирует квантование холловской проводимости только с
нечетными числами заполнения. Эти открытия вызвали сильнейший научный
интерес и мотивировали огромное количество исследований. Уже в течение
года после первоначального эксперимента были предложены многочисленные
модели для объяснения транспортных, оптических и механических свойств
графена (ссылки на соответствующие работы можно найти в обзорной статье
[10]). Такой ажиотаж связан с тем, что графен существенно отличается от
других известных материалов, в том числе тонких металлических пленок и си-
стем с двумерным электронным газом; его физические свойства противоречат
сложившимся представлениям о металлах и полупроводниках.

Графен представляет собой двумерный металл, в котором электронный
спектр имеет линейную дисперсию и описывается безмассовым дираковским
гамильтонианом [11]. (Обычно при обсуждении графена слово «безмассовый»
опускают и говорят просто о дираковских электронах). В итоге поверхность
Ферми вырождается в две изолированные точки, называемые долинами,
причем вырождение спектра в этих двух точках обеспечивается симметри-
ей шестиугольной решетки графена и остается устойчивым к большинству
внешних воздействий. Тем самым по своим электронным свойствам графен
находится ровно по середине между обычными металлами и полупроводника-
ми. Фактическое отсутствие массы у электронов в графене позволяет изучать
многие релятивистские эффекты методами физики конденсированных сред в
хорошо контролируемых лабораторных условиях. Также одно из очевидных
преимуществ графена состоит в том, что этот самый тонкий в природе дву-
мерный материал позволяет непосредственный доступ к поверхности. Этим
он сильно отличается от полупроводниковых гетероструктур, в которых дву-
мерный электронный газ можно создать только в области интерфейса между
различными слоями. Это свойство можно использовать в многочисленных
приложениях, называемых общим словом «функционализация» графена. При
помощи осаждения различных веществ на поверхность можно контролируе-
мо модифицировать свойства графена. Например, на основе графена можно
создавать газовые датчики, чувствительные к отдельным молекулам [12]. Дру-
гое многообещающее применение этой техники предполагает использование
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графена для создания элементной базы наноэлектроники будущих поколе-
ний. Подробно ознакомиться с необыкновенной физикой графена можно по
материалам нескольких обзорных статей [10; 13—16].

Одним из первых экспериментальных наблюдений в графене стала мини-
мальная проводимость [2]. Было показано, что, когда концентрация носителей
минимальна, проводимость графена близка к значению 4e2/h и практически
не зависит от температуры в диапазоне от 30 мК до 300 К. Такое поведе-
ние противоречит надежно установленным фактам физики неупорядоченных
металлов. Когда проводимость двумерного металла близка к квантовому зна-
чению, становятся важны эффекты интерференции электронов, приводящие к
их локализации. Это, помимо прочего, выражается в экспоненциальном росте
сопротивления при низких температурах. Возможное объяснение отсутствия
такого эффекта в графене составляет одну из целей диссертации.

Эффекты квантовой локализации были впервые предсказаны Андерсо-
ном [17] более 60 лет назад. За прошедшие годы было достигнуто детальное
понимание квантовых явлений, связанных с беспорядком. Основной вывод
теории локализации состоит в том, что по мере увеличения силы беспорядка в
металле происходит фазовый переход в состояние изолятора. Свойства этого
перехода существенно зависят от геометрии. В частности, в одномерных и
двумерных системах состояние изолятора возникает уже при сколь угодно
слабом беспорядке. Строгое обоснование этого результата для одномерных
проволок было дано Моттом и Тузом [18]; затем Таулесс показал, что это
свойство сохраняется и в квазиодномерных (многоканальных) системах [19].
Позже, в работе [20], была предложена общая теория, основанная на скейлин-
говой гипотезе, которая предсказала полную локализацию также в двумерных
пленках. Эти предсказания получили впоследствии более надежное обосно-
вание в рамках микроскопической теории слабой локализации [21], которая
положила начало новому разделу науки — мезоскопической физике. Теория
слабой локализации доказала, что двумерный металл со сколь угодно слабым
беспорядком, не нарушающим симметрию по спину и обращению времени,
неизбежно переходит в состояние изолятора на экспоненциально больших
масштабах. Параметр, который определяет длину локализации, связан с обыч-
ной классической проводимостью (в единицах e2/h). Это означает, что для
графена, безразмерная проводимость которого близка к единице, характерные
особенности изолятора должны наблюдаться уже на масштабах порядка длины
свободного пробега. Отсутствие таких эффектов является одной из загадок
графена, требующих научного объяснения.

Дальнейшее развитие теории слабой локализации показало, что воз-
можны различные типы поведения неупорядоченных металлов в зависимости
от их симметрии. В случае когда гамильтониан системы инвариантен при
обращении времени, но спиновая симметрия нарушена (например, за счет
спин-орбитального взаимодействия), интерференционные эффекты имеют про-
тивоположный знак и приводят к антилокализации [22]. По мере увеличения
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размеров образца его проводимость также растет. Однако если сила беспоряд-
ка превысит некоторое пороговое значение, по-прежнему возможен фазовый
переход в состояние изолятора. На языке скейлинговой теории этот переход
описывается неустойчивой фиксированной точкой. Поэтому, даже если пред-
положить, что графен относится к классу систем с нарушенной спиновой
симметрией, это не позволяет объяснить фактическое отсутствие температур-
ной зависимости проводимости.

Скейлинговая гипотеза [20] получила еще более строгое обоснование в
рамках нелинейной сигма-модели [23], которая позволила описать поправки сла-
бой локализации во всех порядках на языке эффективной теории поля. Кроме
того, это позволило построить полную классификацию всех неупорядоченных
систем на основе их симметрии [24; 25]. Было показано, что существует всего
десять различных классов симметрии, которые, помимо обращения времени и
спина, зависят также от наличия особой зеркальной симметрии гамильтониа-
на, характерной для сверхпроводников. Эти десять классов тесно связаны с
соответствующими симметрическими пространствами, на которых определена
сигма-модель.

Среди десяти классов симметрии есть три особых класса, называемые
киральными. Определяющая черта киральных классов состоит в том, что
гамильтониан можно представить в блочно антидиагональном виде. Например,
это случается в модели прыжков между ближайшими соседями на решетке,
состоящей из двух подрешеток. Шестиугольная структура решетки графена
обладает именно таким свойством. Как показали Гаде и Вегнер [26; 27], в
двумерных системах с киральной симметрией поправки слабой локализации
равны нулю во всех порядках. Это значит, что проводимость такого металла
может принимать любое фиксированное значение и не будет меняться с темпе-
ратурой. Однако чтобы применить эту модель для описания графена, нужно
предположить, что беспорядок обладает очень специальными свойствами и
не имеет диагональных матричных элементов в пространстве подрешеток.
Другой отличительной особенностью киральных систем является сингуляр-
ная зависимость плотности состояний от энергии. В то время как эффекты
интерференции электронов точно сокращаются в проводимости, они приводят
к расходимости плотности состояний на нулевой энергии (в центре зоны).
Подобное поведение до сих пор не наблюдалось в графене.

Помимо симметрии, локализационные свойства также зависят от тополо-
гии гамильтониана. Исторически первым примером топологических эффектов
в неупорядоченных металлах стал квантовый эффект Холла [28; 29]. В силь-
ном магнитном поле холловская проводимость двумерного электронного газа
принимает дискретные значения, равные целым кратным e2/h. Квантование
холловской проводимости имеет беспрецедентную точность. В современных
экспериментах она достигает двенадцати порядков, поэтому квантовый эф-
фект Холла используется в метрологии в качестве эталона электрического
сопротивления. По мере изменения концентрации носителей или магнитного
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поля происходят скачкообразные переходы между соседними целыми значе-
ниями холловской проводимости. Эти скачки имеют все признаки квантовых
фазовых переходов. Они характеризуются зависящей от температуры шири-
ной и становятся резче по мере понижения температуры. Также в области
перехода наблюдается конечная продольная проводимость, которая принимает
универсальное значение, близкое к 0.5 e2/h. В режиме плато, то есть вдали
от переходов, продольная проводимость оказывается экспоненциально малой
за счет эффектов локализации.

Объяснение квантового эффекта Холла в рамках нелинейной сигма-
модели было впервые предложено Праускеном [30]. Он показал, что при
наличии внешнего магнитного поля в сигма-модели возникает дополнитель-
ный топологический член, который может существенно влиять на поведение
проводимости, когда она близка к квантовому значению. Модификация скей-
линговой теории локализации в магнитном поле [31] включает два параметра:
продольную и холловскую проводимость, и хорошо описывает критические
свойства переходов между плато. В случае графена квантовый эффект Холла
также имеет ряд отличительных особенностей. Уже в самых первых экспери-
ментах [3; 4] было показано, что холловская проводимость графена принимает
лишь нечетные целые значения. Причина такого поведения состоит в специ-
фическом топологическом свойстве дираковского гамильтониана, связанном с
фазой Берри электронов. Этот вопрос подробно обсуждается в диссертации.

В последние годы были также предсказаны [32—36], а потом и экс-
периментально обнаружены [37; 38], другие топологические эффекты в
неупорядоченных системах. В полупроводнике с чрезвычайно сильным спин-
орбитальным взаимодействием может наблюдаться так называемый квантовый
спин-Холл эффект. Это аналог квантового эффекта Холла, когда приложен-
ное к образцу напряжение вызывает поперечный спиновый ток. Отношение
этих величин, называемое спин-холловской проводимостью, принимает лишь
одно универсальное значение. Еще более удивительное явление наблюдается
в аналогичных трехмерных образцах. Они могут оказаться в состоянии изо-
лятора, щель в котором целиком определяется сильным спин-орбитальным
взаимодействием. При этом на поверхности этих материалов сохраняет-
ся металлическое состояние с электронами, подчиняющимися безмассовому
дираковскому гамильтониану. Такие трехмерные вещества называются то-
пологическими изоляторами [39; 40]. Их поверхностные состояния обладают
рядом необычных свойств, связанных с топологией. Например, электроны на
поверхности невозможно локализовать даже сильным беспорядком, при усло-
вии, что он не нарушает симметрию. Поверхностные состояния трехмерных
топологических изоляторов очень похожи на графен, поскольку описываются
аналогичным дираковским гамильтонианом. В некотором смысле графен мож-
но рассматривать как бесконечно тонкий топологический изолятор, в котором
две параллельные поверхности эффективно становятся двумя идентичными
долинами в спектре.
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Систематический учет топологических эффектов в локализации поз-
волил построить полную классификацию возможных типов топологических
изоляторов [41—43]. Она предсказывает, в каких из десяти классов симметрии
неупорядоченных систем можно ожидать возникновение топологически нетри-
виального состояния. При этом была обнаружена циклическая зависимость
топологических свойств неупорядоченных систем от их размерности с пери-
одом восемь. Оказалось, что помимо уже известных двумерных (квантовый
эффект Холла и спин-Холл эффект) и трехмерных топологических изоляторов,
возможны также аналогичные одномерные системы, в которых можно созда-
вать локализованные майорановские состояния [44; 45]. Применение общей
топологической классификации неупорядоченных систем к графену также
позволяет сделать глубокие выводы о его свойствах. Например, беспорядок,
который не перемешивает долины, всегда приводит к топологическому со-
стоянию графена, защищенному от локализации. Это утверждение является
одним из результатов диссертации.

Причина особенных топологических свойств графена состоит в дираков-
ском характере его электронного спектра. Известны также другие материалы
с аналогичными свойствами. В частности, двумерные (слоистые) d-волновые
сверхпроводники могут обладать особыми возбуждениями, которые также
описываются безмассовым дираковским гамильтонианом вблизи узловых то-
чек спектра. Теория подобных систем, в том числе для объяснения эффектов
беспорядка, развивалась еще до открытия графена [46—48]. В частности, был
разработан метод самосогласованной T -матрицы для описания влияния силь-
ных и резонансных примесей на дираковские электроны [49—56]. Также была
построена частичная классификация возможных состояний с учетом сим-
метрии и топологии [48]. Несмотря на схожесть с графеном, у d-волновых
сверхпроводников есть и ряд существенных отличий. Во-первых, их спектр
обычно включает четыре узловые точки, а не две долины. Во-вторых, наличие
сверхпроводящего конденсата кардинально влияет на транспортные свойства.
И в-третьих, возможности экспериментов с необычными сверхпроводниками
гораздо беднее по сравнению с графеном, не говоря уже о том, что на данный
момент не существует материалов, для которых был бы надежно установлен
d-волновой характер куперовского спаривания. Тем не менее мы будем ис-
пользовать некоторые результаты теории необычных сверхпроводников при
описании неупорядоченного графена.

Цель работы. Диссертационная работа преследует следующие цели: 1) по-
строить теорию электронной проводимости в графене вдали от дираковской
точки, 2) определить возможные механизмы локализации в графене, 3) постро-
ить теорию полного переноса заряда в графене в баллистическом режиме с
примесями, 4) изучить влияние вакансий и других сильных примесей на спек-
тральные и транспортные свойства графена, 5) развить теорию локализации
в двумерных киральных металлах.
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Положения, выносимые на защиту:

1. Построена полная симметрийная классификация возможных типов при-
месей в графене. На ее основе развита теория квазиклассического
транспорта вдали от дираковской точки. Примеси избирательно наруша-
ют некоторые симметрии дираковского гамильтониана, что приводит к
различному поведению плотности состояний и проводимости графена в
зависимости от типа примесей и концентрации носителей.

2. Изучены транспортные свойства графена в дираковской точке при нали-
чии кирального беспорядка. Явно вычислена минимальная проводимость
графена в этом случае с точным учетом всех квантовых эффектов.

3. Построена теория электронного транспорта в графене с неперемешанны-
ми долинами. Показано, что особенности дираковского гамильтониана
приводят к появлению топологических членов в действии сигма-модели и
меняют локализационные свойства системы. В частности, продемонстри-
ровано возникновение сигма-модели симплектического класса с θ-членом
типа Z2 в случае плавного потенциального беспорядка. Этот дополни-
тельный член делает локализационный переход невозможным.

4. Изучены транспортные свойства графена в поперечном магнитном по-
ле. Выведена унитарная сигма-модель для произвольного параметра
перемешивания долин. Найдена необычная связь между холловской
проводимостью и топологическим углом θ, которая объясняет нечетное
квантование холловской проводимости. Также показано, что при наличии
кирального беспорядка квантование холловской проводимости в пределах
нулевого уровня Ландау не происходит.

5. Подробно исследованы свойства чистого графена при двухконтактном
измерении кондактанса. Найдена полная функция распределения про-
зрачностей как около дираковской точки, так и на больших энергиях.
Рассмотрен металлический эффект близости — изменение локальной плот-
ности состояний в графене вблизи контакта с металлом в зависимости от
энергии и расстояния.

6. Развита последовательная теория баллистических эффектов слабого
беспорядка. Найдена полная функция распределения коэффициентов
прозрачности при наличии разных типов примесей. Также получена
зависимость этой функции от энергии вблизи дираковской точки. Постро-
ена аналогичная теория в диффузном пределе и вычислены квантовые
поправки к полной статистике переноса заряда.

7. Изучены свойства графена с резонансными потенциальными примеся-
ми. Выведена точная формула, выражающая кондактанс графена как
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функцию положения каждой примеси. На основе этой формулы разра-
ботан чрезвычайно эффективный алгоритм численного моделирования
транспортных свойств графена. Продемонстрирован переход из балли-
стического в диффузный режим и логарифмический рост кондактанса
за счет эффектов антилокализации.

8. Построена теория электронного транспорта в графене с вакансиями. По-
казано, что значение кондактанса существенно зависит от распределения
вакансий между шестью подрешетками. Проведено детальное сравнение
аналитических результатов с численным моделированием транспортных
свойств методом трансфер-матрицы. Найдены некоторые неустойчивые
и устойчивые критические точки с разными значениями проводимости в
зависимости от распределения вакансий. Продемонстрирован скейлинг
между такими фиксированными точками.

9. Изучены транспортные свойства графена с сильными примесями во
внешнем магнитном поле. Показано, что кондактанс графена может
немонотонно зависеть от размеров образца вследствие различных точ-
ных или приблизительных симметрий системы и соответствующих им
фиксированных точек. В пределе самых больших размеров наблюдается
либо полная локализация, либо критическое поведение, характерное для
перехода квантового эффекта Холла, с проводимостью ≈ 2e2/h.

10. Построена квазиклассическая теория транспорта в графене с сильными
примесями, расположенными в каждом третьем ряду шестиугольной
решетки. Показано, что в этом случае электронный транспорт имеет су-
пердиффузный характер в направлении рядов с проводимостью, которая
растет пропорционально квадратному корню из длины образца. В то
же время поперечная проводимость имеет обыкновенный диффузный
характер и не меняется с длиной. Результаты подтверждены масштабным
численным моделированием методом рекурсивных функций Грина.

11. Рассмотрены транспортные свойства двумерного кирального метал-
ла с беспорядком. Предложен новый механизм локализации в таких
системах, основанный на динамике вихрей в соответствующей сигма-
модели. Выведены критические свойства локализационного перехода.
Также проанализирована структура вихрей, когда сигма-модель содер-
жит дополнительные топологические члены. Показано, что в этом случае
локализация при помощи вихрей становится неэффективной.

12. Построена теория квантовых эффектов в двумерном киральном металле
с вакансиями. Показано, что классические флуктуации распределения
вакансий между двумя подрешетками приводят к возникновению до-
полнительного релевантного члена в действии сигма-модели. Этот член
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радикально меняет критические свойства вблизи центра зоны. В част-
ности, корреляционная длина расходится на малых энергиях ∝ |ln ϵ|1/2.
Также показано, что плотность состояний имеет особенность в этой обла-
сти и расходится по закону ∝ ϵ−1|ln ϵ|−3/2.

Научная новизна и достоверность. Все результаты диссертационной ра-
боты получены впервые, ее выводы обоснованы надежностью применявшихся
аналитических методов, согласием с теоретическими результатами, полученны-
ми в других работах, данными физических экспериментов, а также численного
моделирования, выполненного как в самой диссертации, так и независимо
другими авторами.

Методы исследования и практическая значимость. Все задачи дис-
сертации связаны с электронными свойствам графена и многообразными
эффектами беспорядка в нем. Для достижения поставленных целей требуется
развитие особых методов исследования, применимых к дираковскому спектру
и выходящих за рамки теории обычных металлов. Развитые в диссертационной
работе методы могут быть использованы для описания широкого круга явле-
ний в электронном транспорте в неупорядоченных двумерных и трехмерных
электронных системах.

Построенная в диссертации классификация типов беспорядка в гра-
фене дает возможность определять характер примесей в экспериментально
изучаемых образцах графена на основе их спектральных и транспортных
характеристик в зависимости от концентрации носителей. Это позволяет
устанавливать микроскопические свойства графена в различных эксперимен-
тальных условиях, а также предсказывать физические свойства графена для
возможных разнообразных приложений в современной наноэлектронике.

Выведенные в диссертации матричные функции Грина в графене дают
возможность вычислять характеристики баллистических образцов с любыми
типами примесей, в том числе при наличии внешнего магнитного поля. Это
также позволяет определить полную функцию распределения коэффициен-
тов прохождения и тем самым вычислить любые транспортные параметры,
включая кондактанс и мощность дробового шума.

Разработанный в диссертации метод развернутых функций Грина позво-
ляет с беспрецедентной эффективностью рассчитывать любые транспортные
характеристики неупорядоченных металлов. Этот метод может быть непосред-
ственно обобщен для описания металлов с произвольным спектром и допускает
включение любых типов примесей. Единственной характеристикой примеси,
необходимой для применения метода, является ее T -матрица, которую можно
в простейших случаях найти аналитически из решения стандартной задачи
рассеяния. Для примесей сложной структуры и с сильными внутренними кор-
реляциями возможно применение современных численных методов квантовой
химии. Их результаты могут определить исходные параметры для применения
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метода развернутых функций Грина. Тем самым можно совместить аккурат-
ный учет квантовых эффектов на микроскопическом уровне с вычислением
характеристик макроскопических образцов, включающих большое количество
примесей.

Построенная в диссертации теория локализации в двумерных киральных
металлах на основе динамики вихрей в сигма-модели впервые объяснила
наблюдаемые в таких системах переходы в состояние изолятора. Она также
может быть применена для изучения локализации в двумерных образцах
симплектической симметрии с достаточно сильным беспорядком. Это, в свою
очередь, позволяет определить особенности критического состояния в переходе
квантового спин-Холл эффекта и на поверхности трехмерных топологических
изоляторов.

Развитая в диссертации теория локализации в киральных металлах с
вакансиями объясняет наблюдаемые в таких системах необычные критиче-
ские свойства. Она позволяет одновременно учитывать эффекты классических
флуктуаций и квантовой интерференции. Подобная ситуация возникает в
моделях любой пространственной размерности с киральной симметрией, а
также в сверхпроводниках с нарушенной спиновой симметрией. В последнем
случае мезоскопические флуктуации примесей тесно связаны с локализованны-
ми майорановскими состояниями и представляют непосредственный интерес
для возможного применения таких материалов в реализации квантовых вы-
числений.

Публикации. Основные результаты диссертационной работы опубликованы
в четырнадцати научных статьях, список которых приведен в конце авто-
реферата. Все статьи опубликованы в ведущих международных журналах,
входящих в систему Web of Science, Scopus и в перечень ВАК.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, ше-
сти глав, двух приложений, заключения, списка публикаций автора по теме
диссертации и списка литературы. Общий объём диссертации составляет 227
страниц, включая 47 иллюстраций и 4 таблицы. Список литературы содержит
311 наименований.

Содержание работы

Во введении изложено современное состояние физики графена, неупо-
рядоченных металлов и топологических изоляторов, обоснована актуальность
темы диссертации, сформулирована цель работы, и перечислены основные
результаты, охарактеризована новизна и практическая ценность развитых
методов, а также раскрыто содержание диссертации по главам.
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Первая глава посвящена построению модели беспорядка в графене и
объяснению спектральных и транспортных свойств неупорядоченных образцов
вдали от дираковской точки.

В разделе 1.1 рассмотрена модель сильной связи на шестиугольной
решетке графена и выведен безмассовый дираковский гамильтониан

H = v0τ0σp. (1)

Также определена модель потенциальных примесей произвольной силы, кото-
рые описываются матричными элементами потенциала на решетке

Uq =

√
3a2

2

∑
r

U(r) e−iqr, U ′
q =

√
3a2

2

∑
r

U(r−m) e−iqr. (2)

В самом общем случае на низких энергиях сила таких примесей задается тремя
вещественными параметрами U0, U ′

0 и UK .
Дираковский гамильтониан обладает группой симметрии SU(2) в про-

странстве долин, для которого мы используем матрицы Паули τ , а также
симметрией по обращению времени и киральной симметрией:

T0 : A ↦→ σyτyA
∗σyτy, C0 : A ↦→ −σzτzAσzτz. (3)

Более общая модель беспорядка включает операторы примесей произволь-
ной матричной структуры, которые классифицируются в соответствии с тем,
какие из вышеназванных симметрий или их комбинации они нарушают. Все
возможные типы изотропного беспорядка перечислены в таблице 1.

Таблица 1 — Различные типы беспорядка в графене, соответствующие
им амплитуды в гауссовой модели и симметрии.

Оператор Сила τ⊥ τz T0 T⊥ Tz C0 C⊥ Cz CT0 CT⊥ CTz

σ0τ0 α0 + + + + + − − − − − −
σ⊥τ⊥ β⊥ − − + − − − − + − − +
σ⊥τz γ⊥ − + + − + + − + + − +
σzτ⊥ βz − − + − − + − − + − −
σzτz γz − + + − + − + − − + −
σ0τ⊥ β0 − − − − + + − − − − +
σ0τz γ0 − + − + − − + − + − +
σ⊥τ0 α⊥ + + − − − + + + − − −
σzτ0 αz + + − − − − − − + + +

В разделах 1.2 и 1.3 эффекты беспорядка изучаются в рамках прибли-
жения самосогласованной T -матрицы. Для потенциальных примесей средняя

12



T -матрица имеет вид

⟨T (ϵ)⟩ = 1

4

[
2U ′

0

1− U ′
0g

+
U0 + UK

1− (U0 + UK)g
+

U0 − UK

1− (U0 − UK)g

]
(4)

и определяет собственную энергию электронов Σ(ϵ) = nimp⟨T (ϵ)⟩. Функция
Грина в совпадающих точках дается выражением

g(ϵ) = −ϵ− Σ(ϵ)

4πv20
ln

−∆2[
ϵ− Σ(ϵ)

]2 , (5)

где ∆— масштаб ширинны зоны.
При помощи такого приближения можно определить плотность состояний

и проводимость вдали от дираковской точки. Для слабых потенциальных при-
месей уравнения самосогласованной T -матрицы сводятся к самосогласованному
борновскому приближению и дают следующие квазиклассические результаты:

ρSCBA(ϵ) =
ϵ

πv20

(
1 + 2α ln

∆

ϵ

)
, σSCBA(ϵ) =

2e2

πhαtr

(
1− α2

αtr
ln

∆

ϵ

)
. (6)

Здесь введены два интегральных параметра для силы беспорядка, определяю-
щие термодинамические и транспортные свойства,

α = α0 + β0 + γ0 + α⊥ + β⊥ + γ⊥ + αz + βz + γz, (7)

αtr =
1

2

(
α0 + β0 + γ0

)
+ α⊥ + β⊥ + γ⊥ +

3

2

(
αz + βz + γz

)
. (8)

(a) (b) (c) (d)
Рис. 1 — Однопетлевые диаграммы, перенормирующие (a) энергию и
(b, c, d) силу беспорядка.

Оказывается, что в случае дираковского спектра графена самосогла-
сованное борновское приближение обладает рядом недостатков и может
использоваться лишь для качественного описания наблюдаемых явлений. Более
точные результаты дает суммирование диаграмм при помощи ренорм-группы.
Однопетлевая перенормировка беспорядка и энергии определяется диаграм-
мами на рис. 1. В случае плавного потенциального беспорядка уравнения
ренорм-группы имеют вид

dα̃0

d lnL
= 2α̃2

0,
dϵ̃

d lnL
= α̃0ϵ̃. (9)
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Решение этих уравнений дает следующий результат для плотности состояний
и проводимости:

ρ(ϵ) =
ϵ

πv20

[
1− 2α0 ln

∆

ϵ

]−1

, σ(ϵ) =
4e2

πhα0

[
1− 2α0 ln

∆

ϵ

]
. (10)

В разделе 1.4 изучен противоположный предел сильных (унитарных)
примесей. В этом случае приближение самосогласованной T -матрицы количе-
ственно оправдано, а результаты выражаются через параметр безразмерной
концентрации примесей

η =
πnimpv

2
0

∆2
×

{
1, короткие,
4, длинные.

(11)

Два значения этого параметра соответствуют потенциалу примеси короткого
и длинного радиуса на масштабе периода решетки. Плотность состояний и
проводимость вдали от дираковской точки даются выражениями

ρU (ϵ) =
ϵ

πv20

[
1− η∆2

2ϵ2 ln2(∆/ϵ)

]
, σU (ϵ) =

8e2ϵ2

πhη∆2
ln2

∆

ϵ
. (12)

Такая зависимость проводимости хорошо согласуется с экспериментальными
результатами [3—8], в отличие от предела слабого беспорядка.

Одни и те же примеси могут эффективно быть слабыми или сильными в
зависимости от энергии. На рис. 2 показана качественная фазовая диаграмма
для этих двух пределов.

Born

unitary

Рис. 2 — Фазовая диаграмма в плоскости ϵ–η при фиксированной
силе примесей. Сплошная линия обозначает границу фаз ηc(ϵ) ∼
(αϵ2/∆2) ln2(∆/ϵ). При низких энергиях (серая область) становятся
особенно важны интерференционные эффекты.
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В разделе 1.5 рассмотрен особый случай кулоновских (заряженных)
примесей, расположенных непосредственно в плоскости образца графена. Ока-
зывается, что такие примеси автоматически попадают в область кроссовера
между борновским и унитарным пределами, рис. 2. При этом проводимость
оказывается линейной функцией концентрации электронов

σ ∼ e2ϵ2

hnimpv20
∼ e2ne
hnimp

, (13)

что также хорошо согласуется экспериментом.
Во второй главе изучаются транспортные свойства графена со слабым

беспорядком вблизи дираковской точки.
В разделе 2.1 показано, что при наличии киральной симметрии бес-

порядок не приводит к локализации и минимальная проводимость графена
принимает универсальное значение 4e2/πh. Для киральной симметрии Cz

получено строгое доказательство сокращения всех диаграмм с примесными
линиями. Симметрия Cz устанавливает связь между запаздывающей и опе-
режающей функциями Грина

σzG
R(A)(ϵ; r,r′)σz = −GA(R)(−ϵ; r,r′). (14)

Кроме того, компоненты оператора тока в графене также связаны тождеством

σzj
x = −jxσz = ijy. (15)

Благодаря этим соотношениям можно записать формулу Кубо для проводи-
мости только через запаздывающие функции

σxx = − 1

π

∑
α=x,y

∫
d2(r − r′) Tr

[
jαGR(0; r,r′)jαGR(0; r′,r)

]
. (16)

Это выражение должно обращаться в ноль из-за калибровочной инвариантно-
сти, однако в действительности результат не равен нулю благодаря квантовой
аномалии. Все диаграммы с примесями обращаются в ноль, в то время как
вклад нулевого порядка по силе беспорядка остается конечным:

σ = −16e2v20
h

∫
d2p

(2π)2
δ2

(v20p
2 + δ2)2

=
4e2

πh
. (17)

Любые поправки к этому значению экспоненциально малы по силе беспорядка
и не могут быть найдены по теории возмущений.

В случае C0 киральности аналогичное рассуждение не срабатывает, по-
этому беспорядок может давать пертурбативные поправки к минимальной
проводимости начиная с квадратичного порядка. Непосредственное вычисле-
ние всех диаграмм с двумя примесями дает

δσ(2) =
e2

πh
(β0 − βz)

2. (18)
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Более высокие члены разложения по малой силе беспорядка также конечны,
а полный ряд таких поправок сходится. Истинное значение минимальной
проводимости по-прежнему близко к 4e2/πh.

В разделе 2.2 рассмотрен случай беспорядка, не перемешивающего
долины. Для его описания выведена эффективная сигма-модель и показано,
что особенности дираковского гамильтониана приводят к появлению топологи-
ческого члена в действии, который принимает значения из гомотопической
группы π2 многообразия сигма-модели.

В случае нарушенной симметрии по обращению времени получается
сигма-модель унитарного класса с топологическим членом типа Праускена
[30] и с коэффициентом θ = π/2:

S[Q] =
1

4

∫
d2r Str

[
−σxx

2
(∇Q)2 +

(
σxy +

1

2

)
Q∇xQ∇yQ

]
. (19)

Это приводит к тому, что графен оказывается в критическом состоянии, харак-
терном для перехода квантового эффекта Холла, без всякого магнитного поля.

Если симметрия по обращению времени не нарушена, получается сигма-
модель симплектического класса, в действии которой также присутствует
топологический член типа Z2. Он определяет мнимую часть действия и в
случае минимальной модели может быть записан в следующем явном виде:

ImS[Q] =
ϵαβ
8

∫
d2r Str

[
(Λ± 1)τ2uαuβ

]
. (20)

Здесь u = T∇T−1, Q = T−1ΛT , а матрица τ2 действует в пространстве
частица—дырка, связанном с симметрией по обращению времени. Вывод
сигма-модели с топологическим членом такого вида проделан впервые. Также
доказано, что наличие этого члена предотвращает локализацию при сколь
угодно сильном беспорядке. В обоих случаях унитарного и симплектическо-
го класса топологический член модифицирует скейлинговую функцию для
проводимости как показано на рис. 3.

0

✵

Рис. 3 — Схематические скейлинговые функции ∂ lnσ/∂ lnL в унитар-
ном (левая панель) и симплектическом (правая панель) классах.
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В разделе 2.3 показано, что особый вклад θ = π/2 в коэффициент
перед топологическим членом также сохраняется и при наличии внешнего
магнитного поля. Это приводит к сдвигу на 1/2 положений плато кванто-
вого эффекта Холла в графене с неперемешанными долинами и тем самым
объясняет нечетное квантование холловской проводимости.

Слабое перемешивание долин соответствует релевантному члену в дей-
ствии сигма-модели

S[QK , QK′ ] = S[QK ] + S[QK′ ] +
ℏρ
τmix

StrQKQK′ . (21)

Этот член приводит к тому, что на больших масштабах матрицы QK,K′ в двух
долинах оказываются равными, а аномальный член θ = π/2 сокращается. В
итоге возникают четные плато холловской проводимости, ширина которых,
однако, может быть параметрически меньше, чем у четных. Ренорм-групповой
поток продольной и холловской проводимости, а также зависимость последней
от концентрации носителей, проиллюстрированы на рис. 4.
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Рис. 4 — Левая панель: ренорм-групповой поток в координатах σxx и
σxy в графене с разделенными (пунктирные линии) или перемешан-
ными (штриховые линии) долинами. Сплошные линии показывают
возможное направление потока к четному и нечетному плато. Правая
панель: холловская проводимость как функция фактора заполнения.
Вставка: уровни Ландау и делокализованные состояния.

Также показано, что в случае кирального беспорядка нулевой уровень
Ландау остается вырожденным. При этом зависимость холловской проводи-
мости от концентрации носителей имеет классический линейный характер в
области заполнения этого уровня.

Третья глава посвящена изучению полной статистики переноса заряда
в двухконтактном баллистическом образце графена.

В разделе 3.1 получена полная функция распределения коэффициентов
прохождения в чистом графене при произвольной энергии и подробно про-
анализированы ее асимптотики на больших и малых энергиях. Оказывается,
что на нулевой энергии (в дираковской точке), эта функция распределения по
форме в точности воспроизводит распределение Дорохова [57], характерное
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для неупорядоченных металлических проволок. Такое совпадение свойств чи-
стого графена и грязного металла кажется случайным. Тем не менее поведение
чистого графена в дираковской точке принято называть псевдодиффузным.

0 1 2 3 4 5 6

0

1

2

3

4

5

0 2 4 6 8 10

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

Рис. 5 — Зависимость кондактанса (левая панель) и фактора Фано
(правая панель) чистого графена от энергии в пределе W ≫ L. Асимп-
тотики малых (22) и больших (24) энергий показаны штриховыми и
пунктирными линиями.

Кондактанс и фактор Фано чистого образца длины L и ширины W
показаны на рис. 5. Непосредственное решение уравнения Дирака на маленьких
энергиях позволяет найти асимптотики этих величин

G =
4e2

πh

W

L

[
1 + c1(ϵL)

2
]
, c1 =

35ζ(3)

3π2
− 124ζ(5)

π4
≈ 0.101, (22a)

F =
1

3

[
1 + c2(ϵL)

2
]
, c2 = −28ζ(3)

15π2
− 434ζ(5)

π4
+

4572ζ(7)

π6
≈ −0.052.

(22b)

Функция распределения прозрачностей при малых энергиях имеет вид

P (T ) =
W

2πL

1

T
√
1− T

[
1 + (ϵL)2

( √
1− T

arch3(1/
√
T )

− 1 + T

2 arch2(1/
√
T )

)]
. (23)

В противоположном пределе больших энергий также можно вывести асимп-
тотические выражения

G =
e2

h
Wϵ

[
1 +

sin(2ϵL− π/4)

2
√
π(ϵL)3/2

]
, F =

1

8

[
1− 9 sin(2ϵL− π/4)

2
√
π(ϵL)3/2

]
, (24)

P (T ) =Wϵ

[
K(T )− E(T )

π2T
√
1− T

− sin(2ϵL
√
T + π/4)

π3/2T 1/4(1− T )
√
ϵL

]
. (25)

В разделе 3.2 изучен металлический эффект близости — модификация
плотности состояний в графене вблизи контакта с нормальным металлом. В
образце конечной ширины наблюдается рост плотности состояний вблизи обоих
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контактов, как показано на левой панели рис. 6. Для полубесконечного образца
(или образца большой длины) плотность состояний вблизи металлического
края описывается универсальной функцией параметра ϵx, составленного из
энергии ϵ и расстояния x до границы с металлом.

ρ(ϵ, x) =
ϵ

2π

[
1− J0(2ϵx)− Y1(2ϵx)

]
=

⎧⎪⎨⎪⎩
(2π2x)−1, ϵx≪ 1,

ϵ

2π

[
1 +

cos(2ϵx+ π/4)

4
√
π(ϵx)3/2

]
, ϵx≫ 1.

(26)
На малых расстояниях плотность состояний растет обратно пропорционально
x. На больших расстояниях наблюдаются слабые фриделевские осцилляции на
фоне средней плотности состояний в чистом графене для заданной энергии ϵ.
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Рис. 6 — Левая панель: плотность состояний (сплошные линии) в образ-
це чистого графена ширины L для энергий ϵL = 0, 2, 4, 8. Штриховые
линии показывают плотность состояний ρ = ϵ/2π в бесконечном образ-
це. Правая панель: плотность состояний в полубесконечном образце
графена вблизи контакта с металлом (26).

В разделе 3.3 вводится понятие матричной функции Грина с источника-
ми и вычисляется полная статистики переноса заряда на ее основе. Матричная
функция Грина определяется уравнением(

ϵ− Ĥ + i0 − sin(ϕ/2)v̂δ(x− xL)

− sin(ϕ/2)v̂δ(x− xR) ϵ− Ĥ − i0

)
Ǧ(x, x′) = δ(x− x′)1̌. (27)

Свободная энергия Ω = Tr ln Ǧ позволяет вычислить функцию распределения
прозрачностей T = ch−2 λ в терминах ляпуновских экспонент λ

P (λ) =
2

π
Re

∂Ω

∂ϕ

⏐⏐⏐⏐
ϕ=π+2iλ

. (28)

Непосредственное решение уравнения (27) с дираковским гамильтонианом
позволяет найти явное выражение для матричной функции Грина в графене.
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Рис. 7 — Диаграммы (a) первого и (b, c) второго порядка для поправок
к свободной энергии Ω от гауссового беспорядка.

В разделе 3.4 вычисляются поправки к функции распределения про-
зрачноcтей в первом и втором порядке по силе беспорядка. Эти поправки
выражаются диаграммами рис. 7 с матричными функциями Грина. Для сво-
бодной энергии получается выражение

Ω =
Wϕ2

4πL

[
1 + α̃0 − α̃z + (α̃0 + α̃z)

2ω1(ϕ) + (α̃0 + 3α̃z)(α̃0 − α̃z)ω2(ϕ)
]
, (29)

ω1(ϕ) = −ψ(ϕ/π)− ψ(−ϕ/π), ω2(ϕ) = π2ϕ ctg ϕ− 1

ϕ2
, (30)

где α̃0,z — перенормированные параметры силы беспорядка. Соответствующие
поправки к функции распределения ляпуновских экспонент имеют вид

P (λ) =
W

πL

[
1 + α̃0 − α̃z + (α̃0 + α̃z)

2p1(λ) + (α̃0 + 3α̃z)(α̃0 − α̃z)p2(λ)
]
, (31)

p1(λ) = −2Re
∂

∂λ

[
λ ψ

(
2iλ

π

)]
, p2(λ) =

π2

2 sh2(2λ)
. (32)

Они показаны на левой панели рис. 8. Баллистическая поправка к фактору
Фано во втором порядке оказывается отрицательной:

F =
1

3
− 16ζ(3)

π2
(α̃0 + α̃z)

2 +
8π2

45
(α̃0 + 3α̃z)(α̃0 − α̃z). (33)

В разделе 3.5 полная функция распределения прозрачностей найде-
на в диффузном пределе. Для этого выведена нелинейная сигма-модель с
источниками и вычислены квазиклассический вклад (дороховское распреде-
ление) и ведущие квантовые поправки. В терминах ляпуновских экспонент
результат имеет вид

P (λ) =
W

L

[
σ̃ + p(λ)

]
, p(λ) =

1

π

∞∑
n=1

[
Re

π + 2iλ√
π2n2 − (π + 2iλ)2

− 1

n

]
. (34)

Эта функция показана на правой панели рис. 8. Она, также как в баллистиче-
ском случае, приводит к относительному подавлению дробового шума

F =
1

3
− 2ζ(3)

π3σ̃
=

1

3
− 0.244

ln(L/l)
. (35)
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Рис. 8 — Левая панель: функции p1 и p2, входящие в выражение для
поправки к функции распределения ляпуновских экспонент (31). В
случае беспорядка типа скалярного потенциала (α0), поправка про-
порциональна сумме p1 + p2. Правая панель: поправка к функции
распределения ляпуновских экспонент в диффузном пределе (34).

Баллистический и диффузный результат можно изобразить на общем
графике, рис. 9, если выразить фактор Фано как функцию проводимости. В
кроссовере между этими двумя режимами мощность шума достигает минимума.
Мы сравнили полученные аналитические результаты с численными данными
из работы [58]. В диффузном пределе найдено хорошее согласие теории с
численными результатами. В то же время в баллистическом режиме совпадение
не наблюдается, потому что результат существенно зависит от коррелятора
беспорядка, как и предсказывает построенная нами теория.
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Рис. 9 — Фактор Фано как функция проводимости. Сплошные ли-
нии показывают баллистический (33) и диффузный (35) результат.
Штриховая линия соответствует асимптотическому значению F = 1/3,
которое достигается в обоих пределах. Черными прямоугольниками
показаны численные данные работы [58].
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В четвертой главе при помощи выведенной ранее матричной функции
Грина с источниками изучаются транспортные свойства графена с сильными
примесями.

Раздел 4.1 посвящен сильным потенциальным примесям, рассеивающим
в пределах одной долины. Единственная сильная примесь, расположенная в
точке с координатой x0, дает поправку к свободной энергии

δΩ = −2 ln

[
1− ℓ2

16L2

(
ϕ2

π2
− sin−2 πx0

L

)]
. (36)

Здесь ℓ обозначает длину рассеяния дираковских электронов на примеси
в s-канале. В простейшем случае, когда примесь имеет потенциал прямо-
угольного профиля с амплитудой u0 и радиусом a, длина рассеяния равна
ℓ = 2πaJ1(u0a)/J0(u0a). Поправка к кондактансу от такой примеси имеет вид

δG =
32e2

π2h

[
sin−2 πx0

L
+

16L2

ℓ2

]−1

. (37)

На левой панели рис. 10 сравнивается результат (37) с численным расчетом
из работы [59], основанным на моделировании дираковского гамильтониана.
Наблюдается великолепное совпадение аналитических и численных результатов
для резонансов в s-канале. Более сложный расчет позволяет также включить
в нашу модель p-волновое рассеяние. Соответствующий результат показан
на правой панели рис. 10.
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Рис. 10 — Поправка к кондактансу от круглой потенциальной примеси,
расположенной в центре образца, как функция u0a. Левая панель: ана-
литический результат (37) с учетом рассеяния в s-канале (сплошная
линия). Правая панель: аналитический результат с учетом рассея-
ния в s- и p-каналах. Пунктирная линия: численный результат [59] с
параметрами a/L = 0.2, W/L = 6.

При небольшой концентрации сильных примесей (баллистический предел)
из результата (36) можно вывести первый член вириального разложения
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кондактанса и фактора Фано:

G =
4e2W

πhL

[
1 +

nimpℓ
2

2π

(
1− ℓ√

16L2 + ℓ2

)]
, (38)

F =
1

3
− nimpℓ

4

8π3L2

[
1− ℓ(24L2 + ℓ2)

(16L2 + ℓ2)3/2

]
. (39)

В пределе s-волнового резонанса ℓ→ ∞ каждая примесь дает в среднем
универсальную поправку к кондактансу δG = 16e2/π2h. Поправка к функции
распределения ляпуновских экспонент от таких примесей имеет вид

P (λ) =
W

πL

[
1 + nimpL

2ps(λ)
]
, (40)

ps(λ) = − 8π

4λ2 + π2

[
1− 1

2
√
λ
Re

π − 2iλ√
λ− iπ

]
. (41)

Она поправка показана на рис. 11 вместе с аналогичной поправкой для p-
волновых резонансов.
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Рис. 11 — Поправка к функции распределения ляпуновских экспонент
за счет малой концентрации резонансных примесей в s-канале (41) и
p-канале. Для наглядности масштаб первой из этих функций увеличен
в десять раз.

Также выведен следующий член вириального разложения, учитывающий
относительно редкие события, когда две сильные примеси оказываются близко
друг к другу. В случае s-волнового резонанса такое разложение дает

G =
4e2W

πhL

[
1 +

4

π
nimpL

2 − 0.811 n2impL
4

]
, (42)

F =
1

3
− 12

π3
nimpL

2 + 0.8623 n2impL
4. (43)

23



При большой концентрации сильных примесей проводимость графена
становится диффузной. Для произвольной конфигурации N примесей, располо-
женных в точках ri, можно вывести общую формулу, выражающую поправку
к свободной энергии:

δΩ = − ln det
[
1− ℓ̂Ĝreg

]
, (Ĝreg)mn =

{
Ǧreg(rm), m = n,

Ǧ(rm, rn), m ̸= n.
(44)

Входящий сюда детерминант размера 4N включает диагональную матрицу l̂,
содержащую длины рассеяния отдельных примесей. Матрица Ĝ составлена
из блоков, соответствующих матричным функциям Грина между заданными
положениями примесей. Диагональные блоки определяются формулой

Ǧreg(r) = lim
r′→r

[
Ǧ(r, r′) +

i

2π

σ(r− r′)

|r− r′|2

]
. (45)

Мы называем выражение (44) для поправки к свободной энергии представлени-
ем развернутой функции Грина. На его основе можно построить чрезвычайно
эффективный алгоритм для вычисления любых транспортных характери-
стик неупорядоченного графена, полностью учитывая эффекты квантовой
интерференции.

В пределе резонансных примесей неупорядоченный графен оказывается
в сверхпроводящем классе симметрии DIII, для которого характерна антило-
кализация. В этом случае мы можем еще больше упростить формулу (44) и
свести вычисление кондактанса к задаче об обращении матрицы размера 2N

G =
4e2

πh

W

L
+

16e2

π2h
Tr
(
M−1M−T

)
. (46)

Явное выражение для матричных элементов удобно записать в терминах
безразмерных комплексных координат примесей z = (π/2L)(x+ iy)

Mmn =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

(
sin−1(zm + z∗n) sin−1(zm − zn)

− sin−1(z∗m − z∗n) − sin−1(z∗m + zn)

)
, m ̸= n,(

sin−1(2Re zm) 0

0 − sin−1(2Re zm)

)
, m = n.

(47)

Мы также разработали быстрый алгоритм обращения матрицы M , кото-
рый позволяет добавлять примеси по одной и использовать вычисленную
на предыдущем шаге обратную матрицу. Таким образом сложность вычисле-
ния составляет всего O(N2) операций в среднем на каждую конфигурацию
беспорядка. Эффективность метода развернутых функций Грина существен-
но превосходит любые численные алгоритмы, основанные на моделировании
микроскопического гамильтониана на решетке.
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Рис. 12 — Средняя проводимость графена как функция концентрации
резонансных потенциальных примесей. Черными ромбами показаны
численные результаты, полученные по формуле (46). Сплошная крас-
ная линия показывает зависимость (48), полученную перенормировкой
сигма-модели класса DIII.

На основе точной формулы (46) численно найдена зависимость проводи-
мости графена от концентрации резонансных примесей, рис. 12. При больших
концентрациях наблюдается хорошая металлическая проводимость. Ее по-
ведение согласуется с предсказанием теории слабой антилокализации для
класса DIII

σ =
4e2

πh

(
lnnimpL

2 − ln lnnimpL
2
)
. (48)

В разделе 4.2 изучаются транспортные свойства графена с вакансиями.
Оказывается, что благодаря блоховским осцилляциям T -матрицы вакансий
принимают шесть различных значений в зависимости от того, к какой из
шести подрешеток принадлежит удаленный узел. Метод развернутых функций
Грина можно обобщить для описания транспорта в графене с вакансиями.
Кондактанс выражается при помощи обращения матрицы размера N

G =
8e2

h

⎧⎨⎩ W

2πL
+Tr

[
M−1 ∂

2M

∂ϕ2
−
(
M−1 ∂M

∂ϕ

)2
]
ϕ=0

⎫⎬⎭ , (49)

Mmn = Re
exp [i(θm − θn)/2 + iϕ(ym − yn)/2L]

sin [π(ζmxm + ζnxn + iym − iyn)/2L]
. (50)

Здесь параметры θi соответствуют фазам блоховских волн на узлах ri, а
факторы ζi = ±1 различают две подрешетки A или B.

При помощи общей формулы (49) мы проанализировали предел малой
концентрации вакансий. Одна вакансия не дает вклад в кондактанс, а в случае
двух вакансий поправка зависит от их относительного расположения. На рис.
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13 показана зависимость кондактанса от расстояния ȳ между вакансиями в
вертикальном направлении (перпендикулярно току). Вакансия в подрешетке
A зафиксирована в центре образца, вторая вакансия в подрешетке B имеет
координаты (2L/3,−ȳ). С изменением расстояния ȳ кондактанс переключается
на масштабе периода решетки между тремя гладкими кривыми, соответству-
ющими разным значениям блоховской фазы.
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Рис. 13 — Кондактанс образца графена с двумя вакансиями (A и B).
Численные данные (точки), полученные методом рекурсивных функ-
ций Грина [60—62], хорошо согласуются с аналитическим результатом
(кривые).

На основе аналитической формулы мы также вывели первый член вири-
ального разложения кондактанса по степеням концентрации вакансий n

σ =
4e2

πh

[
1 + κn2L4 +O(n3L6)

]
. (51)

Параметр κ ≈ 0.0043 испытывает слабые (∼ 10−5) осцилляции в зависимости
от ориентации кристаллической решетки.

В диффузном пределе большой концентрации вакансий кондактанс
существенно зависит от распределения дефектов по шести подрешеткам, соот-
ветствующим разным фазам блоховских волн. При равномерном распределении
кондактанс очень мало отличается от 4e2/πh. Если же все вакансии распо-
ложены в узлах с одинаковой фазой, наблюдается интересное критическое
поведение в зависимости от распределения по подрешеткам A и B, рис. 14. Чис-
ленные данные показывают существование неустойчивой критической точки,
характеризующейся значением проводимости σ ≈ 6.4e2/πh, в случае когда все
вакансии помещены в одну подрешетку. Вблизи этой критической точки наблю-
дается скейлинговое поведение с определенным критическим индексом по мере
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добавления вакансий из другой подрешетки. Когда имеются вакансии в обеих
подрешетках, проводимость стремиться к устойчивому значению σ ≈ 4e2/πh.
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Рис. 14 — Левая панель: средняя проводимость как функция полной
концентрации вакансий n = nA+nB для различных значений дисбалан-
са δ = (nA − nB)/n. Правая панель: те же данные в логарифмическом
масштабе, сдвинутые так, чтобы лечь на одну универсальную кривую.
Вставка: зависимость корреляционной длины от дисбаланса δ.

В разделе 4.3 рассмотрено поведение графена в диффузном режиме
с сильными примесями при наличии внешнего магнитного поля. В дираков-
ской точке матричная функция Грина выражается при помощи неунитарного
калибровочного преобразования

ǦB(r, r
′) = e−σzχ(r)ǦB=0(r,r

′)e−σzχ(r
′), χ =

eB

2c
x(L− x). (52)

В итоге магнитное поле можно свести к калибровке T -матриц примесей. При
помощи метода развернутых функций Грина продемонстрировано возможное
поведение проводимости в зависимости от силы магнитного поля, а также
амплитуды и концентрации примесей различного типа. В частности, получены
режимы полной локализации и критическое состояние типа перехода кванто-
вого эффекта Холла. Типичная картина изменения проводимости с ростом
концентрации примесей показана на рис. 15. В случае примесей одного знака
наблюдается полная локализация. Если потенциал примесей имеет случайный
знак система приходит в критическое состояние квантового Холла с прово-
димостью ≈ 0.5 e2/h. Причем в отличие от всех изучавшихся ранее систем,
критическое значение достигается снизу.

Также обнаружен особый режим транспорта в очень сильных магнитных
полях, когда количество квантов магнитного потока в образце превышает
количество примесей. В таком случае проводимость оказывается по сути
баллистической, а мезоскопические флуктуации кондактанса экспоненциально
подавляются.

Раздел 4.4 посвящен численному и аналитическому изучению транспорт-
ных свойства графена в случае, когда точечные примеси случайно размещены

27



Рис. 15 — Проводимость графена со скалярными примесями в дира-
ковской точке как функция длины образца при различных значениях
магнитного поля.

только в каждом третьем ряду шестиугольной решетки, как показано на левой
панели рис. 16. Такое расположение соответствует узлам с одинаковой фа-
зой блоховской волны. Оказывается, что в этом пределе проводимость имеет
резко анизотропный и супердиффузный характер. Продольная проводимость
растет пропорционально квадратному корню из длины образца, в то время
как поперечная проводимость демонстрирует обычное диффузное поведение
и от размера не зависит, правая панель рис. 16.

Рис. 16 — Левая панель: красные узлы имеют одинаковую фазу бло-
ховской волны. Правая панель: проводимость графена с точечными
примесями в зависимости от длины образца L при фиксированной
концентрации примесей nimp = 0.1/a2. Черные треугольники и крас-
ные кружки: все примеси расположены в красных узлах. Белые
треугольники: примесей распределенны по всем узлам. Сплошные ли-
нии: квазиклассический результат (53). Вставка: поведение поперечной
проводимости σ⊥.

Теоретически это поведение можно описать в рамках простой квазиклас-
сической модели на основе метода самосогласованной T -матрицы. При таком
подходе получаются следующие выражения для продольной и поперечной
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проводимости:

σ∥ =
4e2

πh

[
A

2

√
γL

κ
−B +

7C

8

√
κ

γL
+O

[
(γ/L)−3/2

]]
, (53)

σ⊥ =
4e2

πh

[
B − C

√
κ

γL
+O

[
(γ/L)−3/2

]]
. (54)

Коэффициенты в этом разложении зависят от отношения z = ϵ/γ, где γ —
самосогласованное значение обратного времени свободного пробега,

A(z) = Re
[
(1− 2iz)

√
1 + iz

]
, B(z) = 1+ z arctg z, C(z) = Re

1 + 2iz√
1 + iz

. (55)

Единственный подгоночный параметр в этих формулах — коэффициент κ по-
рядка единицы.

Мы также изучили квантовые поправки к проводимости и показали, что
в сильно анизотропном случае они всегда остаются малы.

Пятая глава посвящена общим вопросам локализации в двумерных
киральных металлах. Ее результаты имеют более широкое применение и поз-
воляют понять не только свойства неупорядоченного графена, но и других
систем с аналогичной симметрией. Мы изучили возможные механизмы ло-
кализации в неупорядоченном металле с киральной симметрией на основе
репличной нелинейной сигма-модели.

Действие сигма-модели кирального класса

S[Q] = −
∫

d2r

8πs

[
σTr(Q−1∇Q)2 + c(TrQ−1∇Q)2

]
(56)

имеет дополнительный член Гаде. Он возникает благодаря тому, что детер-
минант матрицы Q в таких моделях может отличаться от единицы. Если
представить Q = eiϕU , где detU = 1, действие принимает вид

S[Q] =

∫
d2r

8πs

[
N(σ +Nc)(∇ϕ)2 + σTr(∇U−1∇U)

]
. (57)

Поскольку коэффициент перед членом (∇ϕ)2 не перенормируется, в репличном
пределе N → 0 отсутствует также и перенормировка проводимости [26; 27].

Этот широко известный результат однако может измениться, если учесть
возможность возникновения особых сингулярных топологических возбужде-
ний — вихрей фазы ϕ. В таком случае возможна перенормировка сигма-модели
по механизму Березинского—Костерлица—Таулесса (БКТ) [63—66], которая
дает конечный вклад в проводимость из-за флуктуирующих диполей вихрь-
антивихрь.

В отличие от обыкновенных вихрей в абелевой U(1) теории, вихри в
сигма-модели характеризуются также дополнительной степенью свободы, ко-
торая живет в соответствующем проективном пространстве. Из-за неабелевой
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структуры вихрей перенормировка сигма-модели оказывается более сложной,
чем в стандартной теории БКТ, и включает три параметра:

∂y

∂ lnL
= (2−K)y,

∂σ

∂ lnL
= −σy2, ∂K

∂ lnL
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

4
− 2Ky2, AIII,

1

8
− 2Ky2 +

σy2

16
, CII,

1

2
− 2Ky2 − σy2

4
, BDI.

(58)

Величина K соответствует жесткости для градиентов ϕ

K =

⎧⎪⎨⎪⎩
(σ + c)/4, AIII,
(σ + c)/8, CII,
(σ + 2c)/4, BDI.

(59)

Параметр y называется летучестью («fugacity») вихрей и обычно экспонен-
циально мал в пределе хорошего металла y ∝ e−σ.

Для случая кирального унитарного класса AIII уравнения для K и y
отделяются, поэтому можно построить двумерный ренорм-групповой поток,
как показано на рис. 17. Этот поток стремится к одной из двух устойчивых
фаз. Область низкой летучести и большой жесткости соответствует метал-
лической фазе, в которой перенормировка проводимости останавливается на
некотором конечном значении, а вихри объединяются в диполи малого разме-
ра. Над критической линией летучесть y неограниченно растет, что означает
распаривание вихрей. Эта фаза соответствует состоянию изолятора, в котором
проводимость перенормируется в ноль.

Таким образом мы показали, что механизм распаривания вихрей
приводит к фазовому переходу в сигма-модели, который соответствует локали-
зационному переходу металл-изолятор. Причем, в отличие от БКТ, получается
обычный переход второго рода.

Также было изучено возможное влияние топологических членов, которые
возникают в сигма-модели для неупорядоченного дираковского гамильтониана,
на вихри. Оказывается, что в моделях с топологическими членами вихри при-
обретают дополнительную внутреннюю степень свободы U(1) или O(1) = Z2

типа. Благодаря усреднению по флуктуациям этой внутренней степени сво-
боды, вклад вихрей в статистическую сумму в точности зануляется, если в
действии сигма-модели есть дополнительный топологический член. Тем са-
мым доказано, что нетривиальная топология исходного гамильтониана делает
механизм локализации на основе распаривания вихрей неэффективным. Как
следствие неупорядоченные дираковские киральные металлы не испытывают
локализации даже при сильном беспорядке, в соответствии с результатами
раздела 2.1.

В шестой главе рассматривается задача о плотности состояний в дву-
мерном киральном металле с вакансиями. Если концентрация вакансий в двух
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Рис. 17 — Схематическое изображение потока ренорм-группы около
перехода металл-изолятор в киральном унитарном классе AIII согласно
уравнениям (58).

подрешетках различна, nA ̸= nB, в квазиклассической плотности состояний
возникает щель ∆ = (nA − nB)/(2πν), где ν — обычная плотность состояний
без учета вакансий. Также на нулевой энергии появляется дельта-функция
из-за конечной плотности нулевых мод,

ρ(ϵ) = 2ν

[
π|∆| δ(ϵ) +

√
1− ∆2

ϵ2

]
. (60)

В сбалансированном случае nA = nB классические флуктуации вакансий
в пространстве также приводят к тому, что дисбаланс может возникать ло-
кально. Такие флуктуации можно учесть в рамках нелинейной сигма-модели
при помощи дополнительных членов в действии S = Sσ + Sϵ + SV , где

Sσ =

∫
d2r

8π

[
σTr

(
∇Q†∇Q

)
− c

(
TrQ†∇Q

)2]
, (61)

Sϵ = iπνϵ

∫
d2r Tr

(
Q† +Q

)
, (62)

SV =

∫
d2r

[
2πν∆ lndetQ− n

2

(
ln detQ

)2]
. (63)

Уравнения ренорм-группы для такой сигма-модели в репличном пределе име-
ют вид

∂σ

∂ lnL
=

∂∆

∂ lnL
= 0,

∂c

∂ lnL
= 1,

∂ ln ϵ

∂ lnL
=
c+ 4πnL2

σ2
. (64)

Член SV придает массу U(1) степени свободы и эффективно понижает сим-
метрию модели по аналогии с квантовой аномалией. Это приводит к новому
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типу критического поведения в центре зоны. В сбалансированном случае
∆ = 0 корреляционная длина расходится как |ln ϵ|1/2, а в плотности состояний
появляется сингулярность

ρ(ϵ) ∼ ν

ϵτn
|ln(ϵτ)|−3/2, τn =

νσ

n
. (65)

Эти предсказания подтверждаются масштабными численными экспериментами
для графена с вакансиями, выполненными в работе [67].

При слабом дисбалансе ∆τn ≪ 1 плотность состояний обращается в
ноль линейно

ρ(ϵ) ∝ ν

[√
∆

τn
δ(ϵ) + ϵ

√
τn
∆

e1/τnΔ

]
. (66)

Схематическое поведение плотности состояний показано на рис. 18.

E

ρ

Рис. 18 — Схематическое поведение плотности состояний кирального
металла с вакансиями как функции энергии при разных значениях
дисбаланса ∆.

Также рассмотрен предел сильного среднего дисбаланса ∆τn ≫ 1. В
этом случае в средней плотности состояний возникает щель, а флуктуации
распределения вакансий создают экспоненциально убывающий подщелевой
«хвост». Для его описания нужно найти седловую точку действия (инстантон),
которая нарушает репличную симметрию. Несмотря на то, что аналитическое
решение седловых уравнений в этом случае не представляется возможным,
удалось получить точное выражение для действия инстантона, справедливое
при любых энергиях,

Sinst = 4∆τn

[
arch(∆/ϵ)−

√
1− ϵ2/∆2

]
. (67)
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На основе этого результата можно с экспоненциальной точностью найти под-
щелевую плотность состояний

ρ ∝ e−Sinst ∝

⎧⎪⎨⎪⎩
exp

[
−4

3
∆τn(2c)

3/2

]
, c = 1− ϵ

∆
≪ 1,(

ϵ/∆
)4Δτn

, ϵ≪ ∆.

(68)

На самых малых энергиях плотность состояний обращается в ноль по степен-
ному закону с показателем, который пропорционален средней силе дисбаланса.

В двух приложениях описаны двухпетлевая баллистическая перенор-
мировка слабого потенциального беспорядка в графене и изложены алгоритмы
обращения матриц, используемые для эффективного вычисления транспорт-
ных свойств графена с сильными примесями методом развернутых функций
Грина.
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