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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû è ñòåïåíü åå ðàçðàáîòàííîñòè. Êâàçèøòåêêå-
ëåâû ãàìèëüòîíèàíû (ò.å. øòåêêåëåâû ãàìèëüòîíèàíû ñ ìàãíèòíûì ïî-
ëåì) ÿâëÿþòñÿ âàæíûì îáúåêòîì äëÿ èçó÷åíèÿ, ïîñêîëüêó êëàññè÷åñêèå
âîë÷êè ñ äîïîëíèòåëüíûì êâàäðàòè÷íûì èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ ñ ïîìî-
ùüþ êîîðäèíàò Äàðáó ìîæíî ïðèâåñòè ê ïàðå êîììóòèðóþùèõ êâàäðà-
òè÷íûõ ïî èìïóëüñàì ãàìèëüòîíèàíîâ ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, êîòî-
ðûå â ñâîþ î÷åðåäü ìîãóò áûòü ïðåîáðàçîâàíû ê ïàðå êâàçèøòåêêåëåâûõ
ãàìèëüòîíèàíîâ, êàê áóäåò ïîêàçàíî â Ãëàâå 1. Ýòî çíà÷èòåëüíî ðàñøèðÿ-
åò êðóã âîçìîæíûõ ïðèëîæåíèé. Îáúåêòû, àíàëîãè÷íûå êâàçèøòåêêåëå-
âûì ãàìèëüòîíèàíàì, ïîÿâëÿëèñü â ëèòåðàòóðå ðàíåå â ðàáîòå Ôåðàïîí-
òîâà è Ôîðäè [1], ãäå áûëè ïîëó÷åíû ðÿä ïðèìåðîâ òàêèõ ïàð; äîñòàòî÷íî
ìíîãî ïðåäñòàâèòåëåé òàêèõ ñèñòåì (â íåñêîëüêî èíîé êàëèáðîâêå) ïîëó-
÷èë ßõüÿ [2] (ñì. òàêæå ññûëêè â ýòîé ðàáîòå). Ñòîèò âûäåëèòü òàêæå
ðàáîòó Äîðèööè, Ãðàììàòèêîñà, Ðàìàíè è Âèíòåðíèöà [3]. Ñëåäóåò îò-
ìåòèòü, ÷òî ïóáëèêàöèé, ãäå èçó÷àþòñÿ îáúåêòû òèïà êâàçèøòåêêåëåâûõ
ãàìèëüòîíèàíîâ, îòíîñèòåëüíî íåìíîãî ïî ñðàâíåíèþ ñ äåñÿòêàìè ïóáëè-
êàöèé, ãäå èçó÷àþòñÿ øòåêêåëåâû ãàìèëüòîíèàíû (ñì. Ðàçäåë 1.1 Ãëàâû
1).

Ïðè êîììóòèðîâàíèè êâàçèøòåêêåëåâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ âîçíèêàþò
äâà íåòðèâèàëüíûõ óñëîâèÿ (â îòëè÷èå îò øòåêêåëåâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ,
ãäå ïîäîáíûå óñëîâèÿ âîîáùå íå âîçíèêàþò), êîòîðûå íåïðîñòî ðàçðå-
øèòü. Âîîáùå, òàêîãî ðîäà òðóäíîñòè âîçíèêàþò â ñèñòåìàõ, çàâèñÿùèõ
îò ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èìåííî èçó÷åíèå ðàçëè÷íûõ
ñèñòåì ñ ìàãíèòíûì ïîëåì ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå àêòóàëüíûì. Îòìåòèì òàê-
æå, ÷òî îáúåêòû, ñõîäíûå ñ êâàçèøòåêêåëåâûìè ãàìèëüòîíèàíàìè ñ òðåìÿ
ñòåïåíÿìè ñâîáîäíû, ðàíåå íå èçó÷àëèñü.

Êëàññè÷åñêèå âîë÷êè, îñîáåííî âîë÷îê Êëåáøà è âîë÷îê Øîòòêè�
Ìàíàêîâà, àêòèâíî èçó÷àëèñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ [4, 5, 6, 7, 8, 9] è äð.,
îíè òàêæå ïîäðîáíî ðàçîáðàíû â êíèãå Áîðèñîâà è Ìàìàåâà [10]. Ñâÿçü
ýòèõ è äðóãèõ âîë÷êîâ ñ êâàçèøòåêêåëåâûìè ãàìèëüòîíèàíàìè áóäåò èçó-
÷àòüñÿ â äàííîé äèññåðòàöèè.

×òî êàñàåòñÿ êâàíòîâûõ àíàëîãîâ êâàçèøòåêêåëåâûõ ñèñòåì, òî ýòà òå-
ìà íå îòðàæåíà äîëæíûì îáðàçîì â ëèòåðàòóðå, â îòëè÷èå îò êâàíòîâûõ
øòåêêåëåâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ, êîòîðûå èçó÷àëèñü, â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå
[11]. Ïðîáëåìà èíòåãðèðóåìûõ ñëó÷àåâ äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãå-
ðà â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå èçó÷àåòñÿ äîâîëüíî äàâíî (ñì. [1] è ññûëêè
òàì), íî äî ñèõ ïîð íå èññëåäîâàíà äî êîíöà.

Ñ ïîÿâëåíèåì ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì áûëè ðàñ-
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ñìîòðåíû ðàçíûå àñïåêòû èññëåäóåìîé çàäà÷è. Â ðàáîòå [12] áûë èçó÷åí
êëàññ ðåøåíèé (êîíå÷íîçîííûõ) óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ ìàãíèòíûì ïî-
ëåì (ñì. òàêæå [13]). Â ðàáîòå [14] äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ïðèìåíÿëñÿ
ìåòîä ôàêòîðèçàöèè (ñì. òàêæå ññûëêè â ýòîé ðàáîòå).

Çàäà÷à îá óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà â ìàãíèòíîì ïîëå ñ äîïîëíèòåëü-
íûì ëèíåéíûì ëèáî êâàäðàòè÷íûì äîïîëíèòåëüíûì èíòåãðàëîì äâèæå-
íèÿ ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòå [15] (ñì. òàêæå öèòèðóåìûå òàì ðàáîòû).
Â ýòîé ðàáîòå áûë ïîëó÷åí ðÿä èíòåðåñíûõ ïðèìåðîâ òàêèõ óðàâíåíèé â
ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò, íî äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ñîîò-
âåòñòâóþùèå ýòèì ïðèìåðàì, íå áûëè ïðîèíòåãðèðîâàíû.

Êîììóòàòèâíûå êîëüöà äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ èãðàþò âàæ-
íóþ ðîëü â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå. Â ñëó÷àå îäíîé íåçàâèñèìîé ïåðå-
ìåííîé çàäà÷à èõ îïèñàíèÿ áûëà ïîñòàâëåíà è ðåøåíà â ðàáîòàõ Øóðà
[16] è Á¼ð÷íåëëà�×îíäè [17]. Ïîçäíåå ýòè ðåçóëüòàòû íàøëè ìíîãî÷èñëåí-
íûå ïðèëîæåíèÿ â òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé òèïà Êîðòåâåãà�äå
Ôðèçà, îòìåòèì ëèøü îïèñàíèå êîíå÷íîçîííûõ îïåðàòîðîâ, ïîëó÷åííîå
Íîâèêîâûì, Êðè÷åâåðîì è äð. [18, 19], è àëãîðèòì ïðîâåðêè íåîáõîäè-
ìûõ óñëîâèé èíòåãðèðóåìîñòè, ðàçðàáîòàííûé Øàáàòîì è äð. [20].

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà (ÏÁ) ÿâëÿþòñÿ äîâîëüíî ìîùíûì èíñòðó-
ìåíòîì â òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Ñ îäíîé ñòîðîíû, îíè ÿâëÿþòñÿ
êðèòåðèåì èíòåãðèðóåìîñòè ñèñòåìû, ñ äðóãîé ñòîðîíû ïîçâîëÿþò �ðàç-
ìíîæàòü� ðåøåíèÿ ñèñòåìû, íà÷èíàÿ ñ ëþáîãî åå ðåøåíèÿ, äàæå òðèâè-
àëüíîãî.

Äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå áûëî ïîëó÷åíî âïåðâûå Áåêëóíäîì â 1883 ãî-
äó [21]. Îí ïîëó÷èë ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå îäíó ïîâåðõíîñòü îòðèöà-
òåëüíîé êðèâèçíû òðàíñôîðìèðóåò â äðóãóþ. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ýêâè-
âàëåíòíî ïðåîáðàçîâàíèþ Áåêëóíäà óðàâíåíèÿ sin�Gordon. Âïîñëåäñòâèè
ÏÁ ïðèîáðåëè íå òîëüêî ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë.

Ïî ìåðå ïîÿâëåíèÿ íîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì âñêîðå ïîÿâëÿëèñü
ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà è äëÿ íèõ. Ïîñêîëüêó áîëüøèíñòâî ýòèõ ñè-
ñòåì âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà ñ ìàòðèöàìè ðàçìåðà 2× 2,
ïîëó÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé Áåêëóíäà íå âûçûâàëî îñî-
áûõ ñëîæíîñòåé. Îäíàêî â ñëó÷àå ìàòðèö ñ áîëüøèì ðàçìåðîì ñèòóàöèÿ
çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåòñÿ. Ìû ïðèâåäåì ïðèìåð òàêîãî ðîäà äàëåå. Ïðåä-
ñòàâëåíèå ïðåîáðàçîâàíèé Áåêëóíäà â âèäå êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ áûëî ââåäåíî â ðàáîòå Êîäàìû è Âàäàòè [22] äëÿ óðàâíåíèé ÊäÔ,
ìÊäÔ, sin-Gordon. Äàííûé ìåòîä òàêæå ïðèìåíÿëñÿ â ðàáîòå Êóçíåöîâà
è Ñêëÿíèíà[23] äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé öåïî÷êè Òîäû è äëÿ ýëëèïòè÷åñêîé
ìîäåëè Ðóéçåíàðñà.

Ìåòîäû îäåâàíèÿ è ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ÿâëÿþòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî
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ýôôåêòèâíûìè äëÿ èññëåäîâàíèÿ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Îäíàêî, íàñêîëü-
êî íàì èçâåñòíî, ñèíòåç ýòèõ ìåòîäîâ íå ïðèìåíÿëñÿ ðàíåå.

Óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå (PI −PV I) [24], èçâåñòíûå åùå ñ êîíöà ïðîøëîãî
âåêà, â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðèâëåêàþò ïðèñòàëüíîå âíèìàíèå èç-çà èõ øè-
ðîêîãî ïðèìåíåíèÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ôèçèêè è ìàòåìàòèêè. Èçíà-
÷àëüíî îíè áûëè ïîëó÷åíû Ïåíëåâå êàê äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
âòîðîãî ïîðÿäêà, ðåøåíèÿ êîòîðûõ íå îáëàäàþò ïîäâèæíûìè îñîáûìè
òî÷êàìè, êðîìå ïîëþñîâ. Íà ñàìîì äåëå ïîäâèæíûå îñîáåííîñòè ðåøåíèé
âñåõ óðàâíåíèé Ïåíëåâå, êðîìå Ïåíëåâå I, ÿâëÿþòñÿ ïîëþñàìè ïåðâîãî
ïîðÿäêà â îáùåì ñëó÷àå. Óðàâíåíèå Ïåíëåâå I âûáèâàåòñÿ èç îáùåãî ðÿäà,
âî-ïåðâûõ, èç-çà òîãî, ÷òî åãî ðåøåíèÿ ìîãóò èìåòü ïîäâèæíûå îñîáåí-
íîñòè òîëüêî â âèäå ïîëþñîâ âòîðîãî ïîðÿäêà, âî-âòîðûõ, ýòî óðàâíåíèå
íå èìååò ïðåîáðàçîâàíèé Áåêëóíäà.

Êàê èçâåñòíî, íåêîòîðûå óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû êàê
àâòîìîäåëüíûå ðåäóêöèè èíòåãðèðóåìûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Â ðàáîòå
[25] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèå PIV ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî êàê àâòîìî-
äåëüíàÿ ðåäóêöèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà (ÍØ), à â Ãëàâå
6 ðàññìîòðåí ëàãðàíæèàí ñèñòåìû Ëåâè, ïîêàçàíî, ÷òî â àâòîìîäåëüíûõ
ïåðåìåííûõ âàðèàöèÿ ýòîãî ëàãðàíæèàíà ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ PIV, à
òàêæå óñòàíîâëåíî, ÷òî âñå ðàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ PIV îïðå-
äåëÿþò ðåøåíèå çàäà÷è î ñòàöèîíàðíîì ðàñïðåäåëåíèè äâóìåðíîãî êóëî-
íîâñêîãî ãàçà â ïàðàáîëè÷åñêîì ïîòåíöèàëå.

Èñïîëüçóåìûé â äèññåðòàöèè ìåòîä ïðåäñòàâëåíèÿ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ïðîñòðàíñòâå Ôóðüå èìååò ñâîé àíàëîã (íî
íå áóêâàëüíî), òàê íàçûâàåìûé ñèìâîëüíûé ìåòîä.

Ýòîò ìåòîä áûë ââåäåí â òåîðèþ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì Ãåëüôàíäîì è
Äèêèì [26], à òàêæå Çàõàðîâûì è Øóëüìàíîì êàê ïåðòóðáàòèâíûé ïîä-
õîä è óëó÷øåí â íåäàâíèõ ðàáîòàõ Ñàíäåðñà [27], à òàêæå Ìèõàéëîâà è
Â. Íîâèêîâà [28]. Îáùåé ÷åðòîé è îñíîâíûì ïðåèìóùåñòâîì îáîèõ ìåòî-
äîâ ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû ðàññìàòðèâàåìûõ
óðàâíåíèé â ïðîñòðàíñòâå Ôóðüå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè âîëíîâûõ ÷èñåë
k, à íå îïåðàòîðàìè.

Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå êâàçèøòåêêåëåâûõ ãà-
ìèëüòîíèàíîâ êàê â êëàññè÷åñêîì, òàê è â êâàíòîâîì ñëó÷àÿõ, èõ ñâÿçè
ñ êëàññè÷åñêèìè âîë÷êàìè, à òàêæå ñ ãàìèëüòîíîâûìè ñèñòåìàìè, êâàä-
ðàòè÷íûìè ïî èìïóëüñó. Êðîìå òîãî, áóäåò èññëåäîâàòüñÿ îïðåäåëåííûé
êëàññ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ñâÿçàííûõ ñ êâàíòîâûìè àíàëîãà-
ìè èíòåãðèðóåìûõ âîë÷êîâ. Åùå îäíîé öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå
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íîâîãî ìåòîäà ïîëó÷åíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé Áåêëóíäà, à òàêæå ïîñòðîåíèå
ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé. Òàêæå áóäóò èçó÷àòüñÿ:
ïðèìåíåíèå ìåòîäà îäåâàíèÿ ê ñèñòåìàì ñ ðàçäåëåííûìè ïåðåìåííûìè,
ïîñòðîåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ êóëîíîâñêîãî ãàçà äëÿ íåêîòîðûõ òðàíñöåí-
äåíò Ïåíëåâå, ïîñòðîåíèå ïàðû Ëàêñà è êëàññèôèêàöèÿ ñêàëÿðíûõ äèíà-
ìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ â ïðåäñòàâëåíèè Ôóðüå
è èçó÷åíèå äðóãèõ âîïðîñîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó, ïðèíàäëå-
æàò àâòîðó è ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äëÿ ëîãè÷åñêîé
ñâÿçíîñòè òåêñòà â äèññåðòàöèè áóäóò èñïîëüçîâàíû ðåçóëüòàòû, ïîëó-
÷åííûå ñîâìåñòíî ñ ñîàâòîðàìè. È õîòÿ âêëàä àâòîðà â ïîëó÷åíèå ýòèõ
ðåçóëüòàòîâ ñóùåñòâåíåí, îíè íå âûíîñÿòñÿ íà çàùèòó.

Òàêèå ðåçóëüòàòû êàê íîâûå ïðèìåðû äâóìåðíûõ èíòåãðèðóåìûõ óðàâ-
íåíèé Øðåäèíãåðà ñ ìàãíèòíûì ïîëåì, íîâîå ïðåîáðàçîâàíèå Áåêëóíäà
óðàâíåíèÿ Öèöåéêè, ïðåäñòàâëåíèå êóëîíîâñêîãî ãàçà äëÿ óðàâíåíèé Ïå-
íëåâå, êëàññèôèêàöèÿ ñêàëÿðíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ êâàäðàòè÷íîé
íåëèíåéíîñòüþ è äðóãèå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó è ïåðå÷èñëåí-
íûå íèæå, ïðåäñòàâëÿþò íåñîìíåííûé èíòåðåñ.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

1. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êîììóòèðîâàíèÿ ïà-
ðû êâàäðàòè÷íûõ ïî èìïóëüñàì ãàìèëüòîíèàíîâ ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû. Ïðåäëîæåí ìåòîä �÷àñòè÷íîãî� ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.
Âû÷èñëåíû àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå è ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà�ßêîáè.
Íàéäåíî ïðåîáðàçîâàíèå ãàìèëüòîíèàíîâ ê êàíîíè÷åñêîé êâàçèø-
òåêêåëåâîé ïàðå (øòåêêåëåâû ãàìèëüòîíèàíû ñ ìàãíèòíûì ïîëåì).

2. Êëàññè÷åñêèé ñëó÷àé îáîáùåí íà êâàíòîâûé. Ïîñòðîåíà ïîëíàÿ êëàñ-
ñèôèêàöèÿ êâàçèøòåêêåëåâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ äâó-
ìåðíîìó îïåðàòîðó Øðåäèíãåðà ñ ìàãíèòíûì ïîëåì. Ïîëó÷åíû è
ïðîèíòåãðèðîâàíû, â òåðìèíàõ ôóíêöèé Ãîéíà, íîâûå �êâàçèòî÷íî
ðåøàåìûå� ïðèìåðû òàêèõ îïåðàòîðîâ.

3. Ïîëó÷åíû òðåõêîìïîíåíòíûå êëàññè÷åñêèå è êâàíòîâûå êâàçèøòåê-
êåëåâû ñèñòåìû. Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå ïðîâåäåíà ïîëíàÿ êëàññè-
ôèêàöèÿ ýòèõ ñèñòåì. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ñèñòåìà ïðîèíòåãðèðî-
âàíà â êâàäðàòóðàõ.

6



4. Èññëåäîâàíû êâàíòîâûå àíàëîãè èíòåãðèðóåìûõ âîë÷êîâ íà àëãåá-
ðàõ e(3) è so(4). Ãåíåðàòîðû ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãåáð ïðåäñòàâëåíû
â âèäå äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà è ïîëó÷å-
íû ïàðû êîììóòèðóþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ äâóìÿ
íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè. Ïîëó÷åíû êâàíòîâûå àíàëîãè âîë÷êà
Ì. Àäëåðà�âàí Ì¼ðáåêå è âîë÷êà Ñîêîëîâà íà so(4).

5. Ðàçâèò ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé Áåêëóíäà, îñíîâàííûé íà
èíâàðèàíòíîñòè âàðèàöèè äåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî ÏÁ. Ïîñòðîåíû
òðåóãîëüíûå ðåøåòêè ÏÁ äëÿ äèâåðãåíòíûõ ñèñòåì è óðàâíåíèÿ
Ëàíäàó�Ëèôøèöà. Íàéäåíî íîâîå ÏÁ äëÿ óðàâíåíèÿ Öèöåéêè. Ïî-
ñòðîåíà îêòàýäðè÷åñêàÿ ðåøåòêà äëÿ èíòåãðèðóåìûõ âåðñèé ñèñòå-
ìû Äýâè�Ñòþàðòñîíà. ×èñòî äèñêðåòíîå óðàâíåíèå, ïðèíàäëåæà-
ùåå ýòîé ðåøåòêå, ñîâïàäàåò ñî çíàìåíèòûì óðàâíåíèåì Õèðîòû.

6. Óñòàíîâëåíî, ÷òî çàäà÷à îá L-A ïàðàõ â Ôóðüå ïðåäñòàâëåíèè äëÿ
ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé ñ êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ ñâîäèòñÿ ê
ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ. Ïîëó÷åíû íîâûå ïðèìåðû áåçäèñïåð-
ñèîííûõ ñèñòåì è ïîêàçàíî, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå ñèñòåìû
ñ äèñïåðñèåé ÿâëÿþòñÿ ïîäêëàññîì áåçäèñïåðñèîííûõ.

7. Íàéäåíî ïðåäñòàâëåíèå êóëîíîâñêîãî ãàçà äëÿ íóëåé ÷èñëèòåëÿ è
çíàìåíàòåëÿ ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ïåíëåâå PII−PIV.
Ïîêàçàíî, ÷òî ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé îïðåäå-
ëÿåò ñòàöèîíàðíóþ êîíôèãóðàöèþ ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ, ïðè÷¼ì
çàðÿäû ìîãóò áûòü ðàçíîèìåííûìè. Èññëåäîâàíà ðåø¼òêà ÏÁ äëÿ
óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå IV. Âûâåäåíû óðàâíåíèÿ íà íóëè è ïîëþñà ðà-
öèîíàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé PV − PV I.

8. Èññëåäîâàíà äèíàìèêà ïîëþñîâ äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé ñèñòå-
ìû Ëåâè è äâóìåðèçîâàííîé ñèñòåìû Òîäû. Ïîëó÷åíî àëãåáðàè÷å-
ñêîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ îäíîãî èç ìíîãî÷àñòè÷íûõ óðàâíå-
íèé Êàëîäæåðî (ðàöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ðóéçåíàðñà�Øíàéäåðà).

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû. Äàííàÿ äèñ-
ñåðòàöèÿ ÿâëÿåòñÿ òåîðåòè÷åñêîé ðàáîòîé. Åå ðåçóëüòàòû ðàçâèâàþò òåî-
ðèþ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, â òîì ÷èñëå â îáëàñòè êîíå÷íîìåðíûõ ãà-
ìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèçèêè è äðóãèõ îáëàñòÿõ íàóêè. Ýòè ðåçóëüòàòû èìåþò öåëûé
ðÿä ïðèëîæåíèé, ÷àñòü èç êîòîðûõ èññëåäîâàëàñü â äèññåðòàöèè.
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Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçîâàíû òàêèå ìåòîäû,
êàê ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà, ÿâëÿþùååñÿ îñíîâíûì äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðè-
ðóåìûõ ñèñòåì, âûñøèõ ñèììåòðèé äëÿ íèõ; òåñò Ïåíëåâå, êîòîðûé ÿâ-
ëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì èíòåãðèðóåìîñòè ñèñòåìû è ÷ðåçâû÷àéíî
ýôôåêòèâíûì ñïîñîáîì �îòñåêàòü� íåèíòåãðèðóåìûå ñëó÷àè; ìåòîä îäåâà-
íèÿ, êîòîðûé îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé Áåê-
ëóíäà, îäíàêî â äàííîé ðàáîòå îí èñïîëüçîâàëñÿ êàê îäåâàíèå íà îäèí øàã
äëÿ ñèñòåìû ñ ðàçäåëåííûìè ïåðåìåííûìè è äð. Îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå
ìåòîäû, èñïîëüçóåìûå â äèññåðòàöèè, ðàçðàáîòàíû àâòîðîì � ïðèâåäå-
íèå êîììóòèðóþùèõ ãàìèëüòîíèàíîâ ê êâàçèøòåêêåëåâó âèäó, ÷òî ñèëü-
íî óïðîùàåò àíàëèç ñèñòåìû; ìåòîä ïîëó÷åíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ
ñîîòâåòñòâóþùèõ êâàçèøòåêêåëåâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ; ìåòîä �÷àñòè÷íîãî
ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ�; à òàêæå èñïîëüçîâàíèå ïàðû Ëàêñà â Ôóðüå-
ïðîñòðàíñòâå äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ íå
âûçûâàåò ñîìíåíèé, òàê êàê ïðè èõ èññëåäîâàíèè ïðèìåíÿëèñü ìåòîäû,
øèðîêî èñïîëüçóåìûå â òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Áûëî ïðîâåäå-
íî ñðàâíåíèå íåêîòîðûõ èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ àíàëîãè÷íûìè ðå-
çóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè äðóãèìè ìåòîäàìè. Ê ïðèìåðó, àëãåáðàè÷åñêèå
êðèâûå, îïèñûâàþùèå äèíàìèêó íåêîòîðûõ êëàññè÷åñêèõ âîë÷êîâ, ñðàâ-
íèâàëèñü ñ êðèâûìè, ïîëó÷åííûìè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàðû Ëàêñà. Ïðèâå-
äåííûå â äèññåðòàöèè ïðèìåðû ïðåîáðàçîâàíèé Áåêëóíäà ñðàâíèâàëèñü
ñ óæå èçâåñòíûìè. Îäíàêî ïîñêîëüêó áîëüøèíñòâî ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åí-
íûõ â äàííîé äèññåðòàöèè, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè, èõ íåëüçÿ ñðàâíèòü ñ ðå-
çóëüòàòàìè äðóãèõ àâòîðîâ.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà
çàñåäàíèÿõ Ó÷åíîãî ñîâåòà Èíñòèòóòà òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè èì. Ë.Ä.
Ëàíäàó ÐÀÍ, íà ñåìèíàðàõ ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå ÈÒÔ èì. Ë.Ä.
Ëàíäàó ÐÀÍ, Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ, Èí-
ñòèòóòà ïî àòîìíîé ýíåðãèè CEA-Saclay (Ôðàíöèÿ), íà Íàó÷íûõ ñåññèÿõ
Ñîâåòà ÐÀÍ ïî íåëèíåéíîé äèíàìèêå (Èíñòèòóò îêåàíîëîãèè èì. Ï.Ï.
Øèðøîâà ÐÀÍ), à òàêæå íà êîíôåðåíöèÿõ: Optical Solitons: Theoretical
Challenges and Industrial Perspectives: Les Houches Workshop (1998, Centre
de Physique des Houches, Ôðàíöèÿ) , International Workshop on Solitons,
Collapses, Turbulence: Developments and Perspectives (1999, ÈÒÔ, ×åðíî-
ãîëîâêà, Ðîññèÿ),�Workshop on Classical and Quantum Integrability� (2000,
University of Leeds, Âåëèêîáðèòàíèÿ), �Êîìïëåêñíûé àíàëèç, äèôôåðåí-
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öèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ñìåæíûå âîïðîñû�(2000, Èíñòèòóò Ìàòåìàòèêè ñ
ÂÖ ÐÀÍ, ÁÃÓ, Óôà, Ðîññèÿ), �Êëàññè÷åñêèå è êâàíòîâûå èíòåãðèðóåìûå
ñèñòåìû� ïàìÿòè Ì.Â.Ñàâåëüåâà (2001, 2003 Èíñòèòóò ôèçèêè âûñîêèõ
ýíåðãèé, ã. Ïðîòâèíî, Ðîññèÿ).

Ïóáëèêàöèè. Äèññåðòàöèÿ âûïîëíåíà íà îñíîâå ðàáîò [M1]�[M21] èç
ñïèñêà ïóáëèêàöèé àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè � âñåãî 21 ñòàòüÿ. Âñå ýòè
ñòàòüè îïóáëèêîâàíû â ðåöåíçèðóåìûõ æóðíàëàõ, âõîäÿùèõ â ìåæäóíà-
ðîäíûå áàçû äàííûõ Web of Science, Scopus è â ïåðå÷åíü ÂÀÊ. ×àñòü
ðàáîò íàïèñàíà ñîâìåñòíî. Âêëàä àâòîðà â ïðèâåä¼ííûå â äèññåðòàöèè
ðåçóëüòàòû ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç Ââåäåíèÿ,
7 ãëàâ, Çàêëþ÷åíèÿ è Ñïèñêà ëèòåðàòóðû, êîòîðûé ñîäåðæèò 167 íàèìå-
íîâàíèé. Îáùèé îáú¼ì � 220 ñòðàíèö.
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Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ââåäåíèå ñîäåðæèò îïèñàíèå ïîëó÷åííûõ â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòîâ è
îöåíêó èõ çíà÷åíèÿ äëÿ òåîðèè íåëèíåéíûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì.

Ãë. 1 ïîñâÿùåíà êëàññè÷åñêèì êâàçèøòåêêåëåâûì ãàìèëüòîíèàíàì.
Â Ðàçäåëå 1.2 èçó÷àåòñÿ çàäà÷à î ïàðàõ êîììóòèðóþùèõ ãàìèëüòîíè-

àíîâ, êâàäðàòè÷íûõ ïî èìïóëüñàì, êîòîðàÿ áûëà, â ÷àñòíîñòè, ðàññìîò-
ðåíà â ðàáîòàõ [3, 29, 1, 30, 2].

Ðàññìîòðèì ïàðó ãàìèëüòîíèàíîâ âèäà

H = ap2
1 + 2bp1p2 + cp2

2 + dp1 + ep2 + f, (1)

K = Ap2
1 + 2Bp1p2 + Cp2

2 +Dp1 + Ep2 + F, (2)

êîììóòèðóþùèõ îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîé ñêîáêè Ïóàññîíà {pα, qβ} =
δαβ . Êîýôôèöèåíòû â ôîðìóëàõ (1),(2) - íåêîòîðûå (ëîêàëüíî) àíàëèòè-
÷åñêèå ôóíêöèè ïåðåìåííûõ q1, q2. Ïóñòü s1, s2 ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâ-
íåíèÿ

Φ(s, q1, q2) = (B − bs)2 − (A− as)(C − cs) = 0, (3)

Òîãäà, åñëè ÿêîáèàí òî÷å÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (q1, q2)→ (s1, s2) íå ðàâåí
íóëþ, ìû áóäåì íàçûâàòü ïàðó ãàìèëüòîíèàíîâ H,K èç ôîðìóë (1),(2)
íåâûðîæäåííîé. Êëþ÷åâîé òåîðåìîé â ýòîé Ãëàâå ÿâëÿåòñÿ Òåîðåìà (1.2),
ïîýòîìó ìû ïðèâîäèì åå çäåñü ïîëíîñòüþ:

Òåîðåìà 1.2. Ëþáàÿ ïàðà êîììóòèðóþùèõ íåâûðîæäåííûõ ãàìèëüòî-
íèàíîâ (1)-(2) ìîæåò áûòü ñâåäåíà ñ ïîìîùüþ òî÷å÷íîãî (îïðåäåëåí-
íîãî âûøå) è êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

P̂1 = P1 +
∂F (s1, s2)

∂s1
, P̂2 = P2 +

∂F (s1, s2)

∂s2

ê ïàðå âèäà

H =
U1 − U2

s1 − s2
, K =

s2 U1 − s1 U2

s1 − s2
, (4)

ãäå

U1 = S1(s1)P 2
1 +

√
S1(s1)S2(s2)Zs1

(s1 − s2)
P2 −

S1(s1)Z2
s1

4(s1 − s2)2
+ V1(s1, s2),

U2 = S2(s2)P 2
2 −

√
S1(s1)S2(s2)Zs2

(s1 − s2)
P1 −

S2(s2)Z2
s2

4(s2 − s1)2
+ V2(s1, s2),

(5)
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V1 =
1

2

√
S1(s1) ∂s1

(√
S1(s1)

Z2
s1

s1 − s2

)
+ f1(s1),

V2 =
1

2

√
S2(s2) ∂s2

(√
S2(s2)

Z2
s2

s2 − s1

)
+ f2(s2),

(6)

Q =
V1 − V2

s1 − s2
(7)

äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé Z(s1, s2), Si(si) è fi(si). Ãàìèëüòîíèàíû H,K
(4) êîììóòèðóþò îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîé ñêîáêè Ïóàññîíà {Pi, sj} =
δi,j òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Zs1,s2 =
Zs1 − Zs2
2(s2 − s1)

(8)

è

Zs1Qs2 − Zs2Qs1 = 0. (9)

Ïàðó ãàìèëüòîíèàíîâ H è K, îïðåäåëÿåìóþ ôîðìóëîé (4), ìû áóäåì
íàçûâàòü êâàçèøòåêêåëåâûìè ãàìèëüòîíèàíàìè. Óñëîâèå òîãî, ÷òî
êâàçèøòåêêåëåâû ãàìèëüòîíèàíû ÿâëÿþòñÿ êîììóòèðóþùèìè ïðèâåäåíî
â ôîðìóëèðîâêå Òåîðåìû (1.2).

Ôèêñèðóÿ çíà÷åíèÿ êîììóòèðóþùèõ ãàìèëüòîíèàíîâ íà ïîâåðõíîñòè
óðîâíÿ H = h, K = k, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

P 2
1 + aP2 + b = 0, P 2

2 +AP1 +B = 0, (10)

ãäå

a =
Zx
x− y

√
S2(y)

S1(x)
, A = − Zy

x− y

√
S1(x)

S2(y)
,

b = − Z2
x

4(x− y)2
+
V1 − hx+ k

S1(x)
, B = −

Z2
y

4(x− y)2
+
V2 − hy + k

S2(y)
.

Ìû ïðîèçâåëè çàìåíó s1 = x, s2 = e äëÿ óäîáñòâà.
Îòìåòèì, ÷òî åñëè Z(x, y) = 0, òî ãàìèëüòîíèàíû ñòàíîâÿòñÿ øòåêêå-

ëåâûìè è ñèñòåìà (10) òðèâèàëüíî èíòåãðèðóåòñÿ.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä

�÷àñòè÷íîãî ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.� Äëÿ îïèñàíèÿ ýòîãî ìåòîäà ïîòðå-
áóåòñÿ âûïîëíèòü öåëûé ðÿä ïðîñòûõ, íî íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîíèìàíèÿ
ýòîãî ìåòîäà âûêëàäîê.
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Â Ðàçäåëå 1.4 âûâîäèòñÿ óíèâåðñàëüíàÿ ôîðìóëà äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèé Ãàìèëüòîíà�ßêîáè äëÿ êâàçèøòåêêåëåâûõ ñèñòåì, à òàêæå àëãåáðàè-
÷åñêàÿ êðèâàÿ, îïèñûâàþùàÿ äèíàìèêó ýòèõ ñèñòåì. Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðò-
íóþ òåõíèêó ðåçîëüâåíò Ëàãðàíæà, ñâåäåì ñèñòåìó (10), ýêâèâàëåíòíóþ
àëãåáðàè÷åñêîìó óðàâíåíèþ ñòåïåíè 4, ê ñèñòåìå

uv =
1

4
aA, Au3 + 4

b

a
u2v − 4

B

A
uv2 − av3 = 0. (11)

Ïóñòü (uk, vk), k = 1, 2, 3 -ðåøåíèÿ ñèñòåìû (11), òîãäà ôîðìóëû

P1 = u1 + u2 + u3, P2 = v1 + v2 + v3;
P1 = u3 − u1 − u2, P2 = v3 − v1 − v2;
P1 = u2 − u1 − u3, P2 = v2 − v1 − v3;
P1 = u1 − u2 − u3, P2 = v1 − v2 − v3

îïðåäåëÿþò ÷åòûðå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (10). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ïåðâîå èç íèõ.

Ëåììà 1.5 Äëÿ i = 1, 2, 3 âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ ∂ui

∂y = ∂vi
∂x .

Ëåììà 1.5 îçíà÷àåò, ÷òî â ïåðåìåííûõ u1, u2, u3 ïðîèñõîäèò �÷àñòè÷-
íîå� ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ. À èìåííî, V = V1 +V2 +V3, ãäå V - èñêîìàÿ
ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè, à ôóíêöèè Vi îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû

∂

∂x
Vi = ui,

∂

∂y
Vi = vi.

Ïîëîæèì

u =
1

2

Zx
x− y

√
y − ξ
x− ξ

, v = −1

2

Zy
x− y

√
x− ξ
y − ξ

.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïàðà (u, v) äëÿ ëþáîãî ξ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ
(11). Êðîìå òîãî, íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè Z óäîâëåòâîðÿåò (8), òî
∂u
∂y = ∂v

∂x . Ïîëüçóÿñü ýòèì ôàêòîì, ââåäåì ôóíêöèþ σ(x, y, ξ), òàêóþ ÷òî

∂σ

∂x
= u,

∂σ

∂y
= v.

Ïîëîæèì Y =
∂σ

∂ξ
.

Ñ òî÷íîñòüþ äî íåñóùåñòâåííîãî ìíîæèòåëÿ âòîðîå óðàâíåíèå èç (11)
ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

Ψ(x, y, ξ;h, k) = −k + hξ+

+
y − ξ
x− y

(
V1 −

S1(x)Z2
x

4(x− ξ)(x− y)

)
− x− ξ
x− y

(
V2 +

S2(y)Z2
y

4(y − ξ)(x− y)

)
.

(12)
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Ïðåäëîæåíèå 1 Ïóñòü âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (8), (9). Òîãäà âûðà-
æåíèå (12) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïåðåìåííûõ Y è ξ.

Ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 1, ñîîòíîøåíèå Ψ(x, y, ξ;h, k) = 0 ìîæåò áûòü
çàïèñàíî â âèäå φ(ξ, Y, h, k) = 0. Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè
φ ïîëåçíî ïîëîæèòü y = x èëè x = 0.Ïîñëå ýòîãî âûðàæåíèå Y (x, y, ξ;h, k)
çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ, è ôóíêöèÿ Ψ(x, x, ξ;h, k) ëåãêî âûðàæàåòñÿ ÷å-
ðåç ξ è Y (x, x, ξ;h, k).

Óðàâíåíèå
φ(ξ, Y ;h, k) = 0 (13)

çàäàåò êðèâóþ, â òåðìèíàõ äèôôåðåíöèàëîâ íà êîòîðîé âûðàæàåòñÿ ôóíê-
öèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè V.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξk(x, y;h, k), ãäå k = 1, 2, 3, êîðíè êóáè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ Ψ(x, y, ξ;h, k) = 0.

Òåîðåìà 1.7. Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà -ßêîáè V èìååò âèä

V (x, y;h, k) =

3∑
k=1

(
σ(x, y, ξk(x, y;h, k))−

ξk∫
Y (ξ) dξ

)
, (14)

ãäå Y (ξ) - àëãåáðàè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà êðèâîé φ(ξ, Y ) = 0.
Îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ íà ôóíêöèþ V:

H(x, y,
∂V

∂x
,
∂V

∂y
) = h, K(x, y,

∂V

∂x
,
∂V

∂y
) = k. (15)

Òîãäà

∂V

∂x
= P1,

∂V

∂y
= P2,

∂V

∂h
= t− t0,

∂V

∂k
= τ − τ0. (16)

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ìû áóäåì íàçûâàòü �÷àñòè÷íûì� ðàçäåëåíèåì ïå-
ðåìåííûõ, ïîñêîëüêó âñå âåëè÷èíû çàâèñÿò îò 3-õ ïåðåìåííûõ ξk(x, y),
îïðåäåëÿåìûõ èç óðàâíåíèÿ (12), è îò ñàìèõ ïåðåìåííûõ x, y.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÿâíîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî íàéòè îáðàòíîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå ßêîáè ñëåäóþùåé ñèñòåìû

t− t0 =
ξ1∫
ξ0

Ω1(ξ) +
ξ2∫
ξ0

Ω1(ξ) +
ξ3∫
ξ0

Ω1(ξ),

τ − τ0 =
ξ1∫
ξ0

Ω2(ξ) +
ξ2∫
ξ0

Ω2(ξ) +
ξ3∫
ξ0

Ω2(ξ),

Alg(Y1, Y2, Y3, ξ1, ξ2, ξ3;h, k) = 0,

(17)
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ãäå

Ω1 =
∂φ/∂h

∂φ/∂Y
dξ, Ω2 =

∂φ/∂k

∂φ/∂Y
dξ.

Ïîñëåäíÿÿ ñòðî÷êà â ñèñòåìå (17) îçíà÷àåò íåêîòîðîå àëãåáðàè÷åñêîå óñëî-
âèå. Íàïðèìåð, åñëè ìîæíî íàéòè òàêóþ ïåðåìåííóþ η = a(x, y)ξ+b(x, y) =
g(ξ, Y ), òîãäà ïàðû òî÷åê (ξ1, η1), (ξ2, η2), (ξ3, η3) ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Â Ðàçäåëå 1.5 ïðåäñòàâëåíà êëàññèôèêàöèÿ êâàçèøòåêêåëåâûõ ãàìèëü-
òîíèàíîâ Â Ðàçäåëå 1.6 ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû êëàññè÷åñêèõ âîë÷êîâ, ñâÿ-
çàííûõ ñ êâàçèøòåêêåëåâûìè ãàìèëüòîíèàíàìè.

Ïðèâåäåì â êà÷åñòâå ïðèìåðà âîë÷îê Êëåáøà íà e(3) : Ðàññìîòðèì
ãàìèëüòîíèàí è äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë âîë÷êà Êëåáøà

H =
1

2
(M2

1 +M2
2 +M2

3 ) +
1

2
(λ1γ

2
1 + λ2γ

2
2 + λ3γ

2
3),

K = (λ1M
2
1 + λ2M

2
2 + λ3M

2
3 )− λ1λ2λ3(

γ2
1

λ1
+
γ2

2

λ2
+
γ2

3

λ3
),

(18)

ãäå λi- ïðîèçâîëüíûå ïàðàìåòðû. Ôóíêöèè H è K êîììóòèðóþò îòíîñè-
òåëüíî ëèíåéíûõ ñêîáîê Ïóàññîíà àëãåáðû å(3)

{Mi,Mj} = eijkMk, {Mi, γj} = eijkγk, {γi, γj} = 0.

Çàôèêñèðóåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèé Êàçèìèðà ýòèõ ñêîáîê:

γ2
1 + γ2

2 + γ2
3 = α2, M1γ1 +M2γ2 +M3γ3 = l.

Òîãäà ôîðìóëû

M1 = −p1q1q2 +
1

2
p2(q2

1 − q2
2 − 1) +

l x

2α

(q2
1 + q2

2 + 1)

(q2
1 + q2

2)
,

M2 =
1

2
p1(q2

1 − q2
2 + 1) + p2q1q2 +

l y

2α

(q2
1 + q2

2 + 1)

(q2
1 + q2

2)
,

M3 = p1q2 − p2q1,

γ1 =
2αq1

(q2
1 + q2

2 + 1)
, γ2 =

2αq2

(q2
1 + q2

2 + 1)
, γ3 =

α(q2
1 + q2

2 − 1)

(q2
1 + q2

2 + 1)

(19)

çàäàþò âåùåñòâåííûå êîîðäèíàòû Äàðáó (p1, p2, q1, q2) íà ñèìïëåêòè÷å-
ñêîì ëèñòå îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

Ïîäñòàâëÿÿ (19) â (18) è èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû òåîðåìû 1.2, ïîëó÷àåì:

S(x) = −2(x− 2λ1)(x− 2λ2)(x− 2λ3), Z(x, y) = i
l

α
(x+ y),

f(x) = −α
2

4
x2 +

α2

2
x(λ1 + λ2 + λ3).

(20)
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Íàëè÷èå ìíèìîé åäèíèöû â âûðàæåíèè äëÿ Z(x, y) èç (20) ïðèâîäèò
ê íåîáõîäèìîñòè ñäåëàòü çàìåíó

i
√
S(x)S(y)→

√
−S(x)S(y).

Ïðè ýòîì ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû â ãàìèëüòîíèàíå è äî-
ïîëíèòåëüíîì èíòåãðàëå ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè ïðè óñëîâèè, ÷òî ïå-
ðåìåííûå s1, s2 íàõîäÿòñÿ â ¾ïðàâèëüíûõ¿ ïðîìåæóòêàõ ìåæäó êîðíÿìè
ìíîãî÷ëåíà S (ïîëèíîìû S(s1) è S(s2) äîëæíû èìåòü ðàçíûå çíàêè â ñèëó
äèíàìèêè ñèñòåìû).

Ñëåäóÿ ñõåìå Ðàçäåëà 1.4, ïîëó÷àåì

σ(x, y, ξ) =
l

α
arctan(

√
x− ξ√
ξ − y

), Y =
∂

∂ξ
σ = − l

2α

1√
x− ξ

√
ξ − y

. (21)

Èñïîëüçóÿ (12), ìû âû÷èñëÿåì ñîîòâåòñòâóþùóþ àëãåáðàè÷åñêóþ êðè-
âóþ ðîäà 3:

φ(ξ, Y ) ∼= S(ξ)Y 4 + (f(ξ)− hξ + k)Y 2 − l2

16
= 0. (22)

Îòìåòèì, ÷òî àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ (22) ñîâïàäàåò ñ êðèâîé, ïîëó-
÷åííîé Ïåðåëîìîâûì èç 3 × 3 ïàðû Ëàêñà äëÿ âîë÷êà Êëåáøà [31]. Èç-
ëîæåííûé âûøå ìåòîä ïîçâîëÿåò ñòðîèòü àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå áåç èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ïàðû Ëàêñà.

Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ

η =
l2

4α2Y 2
+ ξ2 = (x+ y)ξ − xy. (23)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ïàðû òî÷åê (ξ1, η1), (ξ2, η2), (ξ3, η3) ëå-
æàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

l̃ =
l

α2
, h̃ =

h

α2
, k̃ =

k

α2
, I1 = λ1+λ2+λ3, I2 = λ1λ2+λ2λ3+λ3λ1, I3 = λ1λ2λ3,

òîãäà, âûðàæàÿ ïåðåìåííóþ Y èç (23) è ïîäñòàâëÿÿ â (22), ïîëó÷àåì êó-
áèêó

φ̃(ξ, η) = 2(l̃2 + I1 − 2h̃)ξ3 − ξ2η − 4(l̃2I1 − k̃)ξ2−
− 2(I1 − 2h̃)ξη + η2 + 8l̃2I2ξ − 4k̃η − 16l̃2I3 = 0

(24)

- êðèâóþ ðîäà 1.
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Â Ðàçäåëå 1.8 ðàññìàòðèâàþòñÿ òðåõêîìïîíåíòíûå êâàçèøòåêêåëåâû
ãàìèëüòîíèàíû Ïåðåôîðìóëèðóåì Óòâåðæäåíèå 1.16 ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

Ñåìåéñòâî òðåõêîìïîíåíòíûõ êâàçèøòåêêååâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ èìå-
åò âèä

h(α) =

3∑
k=1

(
S(qk)p2

k +

3∑
i=1

zk,i(~q)pi + uk(~q)
)∏
j 6=k

α− qj
qk − qj

, {h(α), h(β)} = 0,

(25)
ãäå

S(x) = a2(x), zi,j(~q) = −δ a(qi)a(qj)

qi − qj
, i 6= j, zi,i(~q) = 0,

a(x) = a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0,

(26)

u1(~q) = u(q1, q2, q3), u2(~q) = u(q2, q3, q1), u3(~q) = u(q3, q1, q2)

è

u(x, y, z) = −δ
2

4

(
3S(x)(

1

(x− y)2
+

1

(x− z)2
)−S′(x)(

1

x− y
+

1

x− z
)+

1

5
S′′(x)

)
.

Òîãäà h(α) = h0α
2 +h1α+h2, è ìû ïîëó÷àåì òðè ãàìèëüòîíèàíà h0, h1, h2

â èíâîëþöèè, ò.å ñèñòåìû èíòåãðèðóåìûå ïî Ëèóâèëëþ.
Â ñëó÷àå êîãäà a(x) - êâàäðàòè÷íûé ïîëèíîì, ñ ïîìîùüþ êàíîíè÷å-

ñêîãî ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî èñêëþ÷èòü ïîòåíöèàë:

h(α) =

3∑
k=1

∏
j 6=k

α− qj
qk − qj

(
a2(qk)p2

k + a(qk)δ
∑
i 6=k

(
a(qk)

qk − qi
pk −

a(qi)

qk − qi
pi)
)
. (27)

Â Ãë. 2 â Ðàçäåëå 2.1 äîêàçàíà òåîðåìà 2.1, àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìå 1.2,
ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå. Óðàâíåíèÿ â ýòîé òåîðåìå èìåþò êâàíòîâûå
ïîïðàâêè. Îñîáîå ìåñòî â êâàíòîâîì ñëó÷àå çàíèìàåò êëàññ êâàçèøòåê-
êåëåâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóìåðíîìó óðàâíåíèþ Øðå-
äèíãåðà ñ äîïîëíèòåëüíûì èíòåãðàëîì, êâàäðàòè÷íûì ïî îïåðàòîðàì èì-
ïóëüñà. Ïîëó÷åí îáùèé âèä òî÷å÷íîãî îáðàòèìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ê êâà-
çèøòåêêåëåâûì ãàìèëüòîíèàíàì, çàâèñÿùåãî îò 3-õ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå
ñâÿçàíû îäíèì àëãåáðàè÷åñêèì ñîîòíîøåíèåì. Ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå
óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà îäíà èç îïðåäåëÿþùèõ ôóíêöèé S(x) âñåãäà ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëèíîìîì 2-îé ñòåïåíè. Ýòîò ôàêò ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè ïîëíóþ
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êëàññèôèêàöèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàð êâàçèøòåêêêåëåâûõ ãàìèëüòîíèà-
íîâ â ýòîì êëàññå. Êàê ðåçóëüòàò ïîëó÷åíî �îáùåå� ðåøåíèå, à òàêæå 5
èçîëèðîâàííûõ ðåøåíèé.

Ïóñòü ãàìèëüòîíèàí è äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë â ãëàâíîì ïðèáëè-
æåíèè èìåþò âèä

Ĥ = a1(q1, q2)p̂2
1 + 2b1(q1, q2)p̂1p̂2 + c1(q1, q2)p̂2

2 + ..,

K̂ = a2(q1, q2)p̂2
1 + 2b2(q1, q2)p̂1p̂2 + c2(q1, q2)p̂2

2 + ..,
(28)

ãäå p̂i = −i~ ∂
∂qi
.

Óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà ñîîòâåòñòâóåò âûáîð:

a1(q1, q2) = 1, b1(q1, q2) = 0, c1(q1, q2) = 1,

a2(q1, q2) = q2
2 + µ2, b2(q1, q2) = −q1q2 + κ, c2 = q2

1 + ν2. (29)

Òîãäà ïîëèíîì 2-îé ñòåïåíè S(x) = 4(t− x1)(t− x2) îïðåäåëÿåòñÿ ñâî-
èìè êîðíÿìè

x1 = ν2 − λ2, x2 = λ2 + µ2, κ2 = λ2(µ2 − ν2 + λ2). (30)

Ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ:
I. Ðåøåíèå ñ äâóìÿ êîðíÿìè S(x) = 4(x− x1)(x− x2)

Z(x, y) = (δ − 1

2
(z1 + z2))(x+ y) +

1

2
zm(x− y)2(x+ y) + zc(x− y)2+

+ z1

√
x− x1

√
y − x1 + z2

√
x− x2

√
y − x2,

f(x) = −4z2
mx

2S(x) + 4zmx
2(z1 + z2 − 2δ)−

− 16zcx
2(2zm(x− x1 − x2) + zc)−

z2
1

4

x1 − x2

x− x1
− z2

2

4

x2 − x1

x− x2
.

(31)
II. Ðåøåíèå ñ îäíèì êîðíåì

Z(x, y) = (x+ y)(δ − z

2
) + z

√
x
√
y, S(x) = 4(x− x1)(x− x2), (32)

1. z = 0,
f(x) = f2x

2.

2. z = δ, x1 = 0

f(x) = fm
√
x+

δ2

4x
x2.

17



3. z = δ, δ = ±i~

f(x) = fm
√
x+ ~2x1x2

2x2
− ~2

4x
(x1 + x2).

4. z = 2δ,

f(x) =
fm
x
− x1x2

4x2
(3~2 + 8δ2).

5. z = 2δ ± i~,
f(x) = −(2δ ± i~)2(

x1x2

2x2
− x1 + x2

4x
).

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ èç îáùåé êëàññèôèêàöèè:

1. ïðèìåð 1 ñëó÷àé I z2 = 0, z1 = δ, δ → −iδ,

µ = 0, ν = 0, κ = 0, qm =
~
a4
, δ = k ~, qc =

~
4a2

ε, E =
~2

2ma2
λ.

2. ïðèìåð 2 ñëó÷àé II-4 δ → iδ

µ = a, ν = a, κ = 0, fm =
1

2
~2a2(3 + ε), δ = k ~, E = − ~2

2ma2
χ2,

ãäå a - ïàðàìåòð ðàçìåðíîñòè äëèíû, à ïàðàìåòðû k, ε, λ χ, - áåç-
ðàçìåðíû, ïðè÷åì, êàê áóäåò ïîêàçàíî, k - öåëîå ÷èñëî, ïàðàìåòð
λ�íîâûé ýíåðãåòè÷åñêèé ïàðàìåòð.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèâåñòè ðàññìîòðåííûå ïðèìåðó ê âèäó óðàâíåíèÿØðå-
äèíãåðà ñî âñåìè ðàçìåðíûìè ïàðàìåòðàìè, íåîáõîäèìî ñäåëàòü ñëåäóþ-
ùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

HS =
H

2m
, uS =

u

2m
, Ax =

c

e
A1, Ay =

c

e
A2, (33)

ãäå HS - îïåðàòîð Øðåäèíãåðà, à uS - ïîòåíöèàë. Äàëåå ìû áóäåì îïóñ-
êàòü èíäåêñ S.

Â Ðàçäåëå 2.2. ïîëó÷åíû äâà íîâûõ ïðèìåðà óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà
ñ íåíóëåâûì ìàãíèòíûì ïîëåì, îòíîñÿùèåñÿ ê êëàññó �êâàçèòî÷íî ðå-
øàåìûõ� çàäà÷. Ýòè ïðèìåðû ïðîèíòåãðèðîâàíû â òåðìèíàõ ôóíêöèé
Ãîéíà. Îïðåäåëåíèå äèñêðåòíîãî ñïåêòðà è âîëíîâûõ ôóíêöèé ñâåäåíî
ê ðåøåíèþ àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå ìîæåò áûòü ïðîäåëàíî
÷èñëåííî, ÷òî è îçíà÷àåò òåðìèí �êâàçèòî÷íî ðåøàåìûå� çàäà÷è.
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Ðàññìîòðèì îïåðàòîð Øðåäèíãåðà â ñëåäóþùåé ôîðìå:

Ĥ =
1

2m

(
−i~~∇− e

c
~A
)2

+ u(r, φ), Ĥψ = Eψ, (34)

Ïðèìåð 1. Îòòàëêèâàþùèé ïîòåíöèàë

Aφ =
c~

2e a2
r

(
ε+ 3

r2

a2

)
, Ar = 0, u = − ~2

2ma2

(
2
r6

a6
+ ε

r4

a4
+ 2k

r2

a2

)
, (35)

ýíåðãèÿ è ìàãíèòíîå ïîëå èìåþò âèä:

E =
~2

2ma2
λ, B =

c~
ea2

(ε+ 6
r2

a2
). (36)

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ:

ψ = e−
r4

8a4 e−ε
r2

4a2 rle±ilφ HeunB(l, ε,±3l + 2k,∓εl − λ, r
2

2a2
). (37)

Ïðèìåð 2. Íåðàöèîíàëüíûé ñëó÷àé

Aφ = −c~
e
k

a

r
√
r2 + a2

, Ar = 0, u =
~2

8ma2

(
3a4

(r2 + a2)2
− ε a2

r2 + a2

)
. (38)

Ýíåðãèÿ è ìàãíèòíîå ïîëå

E = − ~2

2ma2
χ2, B = k

c~
e

a

(r2 + a2)
3
2

. (39)

Ïîëíûé ïîòîê ÷åðåç âñþ ïëîñêîñòü êâàíòóåòñÿ Φ = k 2π~c
e .

Èñïîëüçóåì çàìåíó ïåðåìåííûõ

t =
1

2a
(a+

√
r2 + a2). (40)

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ:

ψ = eilφ(2t− 1)
1
2 t±

k−l
2 (t− 1)

k+l
2 e2χt×

×HeunC(4χ,±(k − l), k + l, 0,
1

2
(k2 − l2) +

1

4
(ε+ 1)− χ2, t).

(41)

Óñëîâèå ïîëèíîìèàëüíîñòè ôóíêöèé HeunB,HeunC ïðåäñòàâëÿåò èç
ñåáÿ ïàðó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò äèñêðåò-
íûé ñïåêòð â îáîèõ ïðèìåðàõ. Íåîáõîäèìî òàêæå ó÷åñòü ðåãóëÿðíîñòü
âîëíîâûõ ôóíêöèé â òî÷êå r = 0.
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Â Ãë. 3 ðàññìîòðåíû ïàðû êîììóòèðóþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïå-
ðàòîðîâ, ñâÿçàííûõ ñ êâàíòîâûìè âîë÷êàìè. Â Ðàçäåëå 3.3 ïðèâåäåíû
êâàíòîâûå àíàëîãè èíòåãðèðóåìûõ âîë÷êîâ, òàêèõ êàê âîë÷êè Êëåáøà,
Êîâàëåâñêîé, ñëó÷àé Ãîðÿ÷åâà�×àïëûãèíà íà àëãåáðå e(3), à â Ðàçäåëå
3.2 � âîë÷êè Øîòòêè�Ìàíàêîâà, Ñòåêëîâà, Ì. Àäëåðà�âàí Ì¼ðáåêå, Ñî-
êîëîâà íà àëãåáðå so(4). Êâàíòîâàíèå, ïî êðàéíåé ìåðå, ïîñëåäíèõ äâóõ
âîë÷êîâ ÿâëÿåòñÿ íîâûì. Â ðåçóëüòàòå êâàíòîâàíèÿ, äîáàâëÿþòñÿ ñîîò-
âåòñòâóþùèå êâàíòîâûå ïîïðàâêè â ãàìèëüòîíèàí è äîïîëíèòåëüíûé èí-
òåãðàë ýòèõ âîë÷êîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ ìîæíî ê êâàäðàòè÷íîé
÷àñòè âîë÷êà äîáàâèòü íåêîòîðóþ ëèíåéíóþ ÷àñòü. Ãåíåðàòîðû ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ àëãåáð ïðåäñòàâëåíû â âèäå äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ
ïåðâîãî ïîðÿäêà � àíàëîãîâ êîîðäèíàò Äàðáó. Ïðè ïîäñòàíîâêå äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýòèõ ãåíåðàòîðîâ â ãàìèëüòîíèàí è â ñîîò-
âåòñòâóþùèé äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë ýòèõ âîë÷êîâ, ïîëó÷àåòñÿ ïàðà
êîììóòèðóþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Ðàññìîòðèì êëàññ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ñâÿçàííûé ñ êâàí-
òîâûìè âîë÷êàìè íà so(4) è e(3). Ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð Ĥ èìååò
âåñüìà ñïåöèàëüíûé âèä

Ĥ = a(x)D2
x + 2f(x, y)DxDy + b(y)D2

y + . . . , (42)

ãäå a, b ìíîãî÷ëåíû ÷åòâ¼ðòîé ñòåïåíè, f(x, y) áèêâàäðàòè÷íûé ìíîãî-
÷ëåí, ìíîãîòî÷èå îáîçíà÷àåò ìëàäøèå ÷ëåíû òàêæå ñî ñïåöèàëüíûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè. Òàêîé âèä ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â ãåíåðàòîðàõ àëãåáðû Ëè
ãàìèëüòîíèàí êâàäðàòè÷åí, à ãåíåðàòîðû ëèíåéíû ïî ïðîèçâîäíûì (ñì.
íèæå), íàïðèìåð, íà so(4) èìååì

Ĥ = (Û , AÛ) + (V̂ , BV̂ ) + 2(Û , F V̂ ) + (~c, Û) + (~d, V̂ ). (43)

Ñõåìà ñâÿçè ðàññìàòðèâàåìûõ ñïîñîáîâ êâàíòîâàíèÿ

{H,K} = 0
êâàíòîâàíèå íà àëãåáðå Ëè−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ [Ĥ, K̂] = 0

R∗
y y R̂∗

{HD,KD} = 0
êâàíòîâàíèå â ïåðåìåííûõ Äàðáó−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ [ĤD, K̂D] = 0

Çäåñü R îáîçíà÷àåò ïðåäñòàâëåíèå ñêîáêè Ëè�Ïóàññîíà â ïåðåìåííûõ
Äàðáó, HD îáðàç ãàìèëüòîíèàíà H ïðè äâîéñòâåííîì îòîáðàæåíèè, òî
åñòü HD = R∗(H) = H ◦ R. Àíàëîãè÷íî, R̂ îáîçíà÷àåò ïðåäñòàâëåíèå
àëãåáðû Ëè äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè, è ĤD = R̂∗(Ĥ) = Ĥ ◦ R̂.
Ãîðèçîíòàëüíûå ñòðåëêè çàêëþ÷àþòñÿ â ïåðåõîäå îò ñêîáêè Ëè�Ïóàññîíà
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ê êîììóòàòîðó íà àëãåáðå Ëè è â ïåðåõîäå îò ñêîáêè Ïóàññîíà�Äàðáó ê
àëãåáðå Ãåéçåíáåðãà

{pi, xj} = δij → [Dxi , xj ] = δij .

Ðàññìîòðèì àëãåáðó so(3) Ïðè êâàíòîâàíèè ìû ïåðåõîäèì ê îïåðà-
òîðíîé àëãåáðå

[Ûi, Ûj ] = iεijkÛk, (Û , Û) = j1(j1 + 1), (44)

äîïóñêàþùåé ïðåäñòàâëåíèå äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè

Û1 = −1

2
(x2 − 1)Dx + j1x, Û2 = − i

2
(x2 + 1)Dx + ij1x,

Û3 = −xDx + j1. (45)

Àëãåáðà Ëè so(4) ' so(3)⊕so(3) ðåàëèçóåòñÿ êàê ïðÿìàÿ ñóììà ñ äóáëåì,
â êîòîðîì ñäåëàíû ïåðåîáîçíà÷åíèÿ

U → V, x→ y, p1 → p2, s1 → s2, Û → V̂ , Dx → Dy, j1 → j2.

Ïîäñòàíîâêà ãåíåðàòîðîâ àëãåáðû so(4) â ãàìèëüòîíèàí (43) ïðèâîäèò
äëÿ ëþáîãî èíòåãðèðóåìîãî âîë÷êà (êëàññè÷åñêèå ñëó÷àè, ïåðå÷èñëåííûå
ðàíåå) íà so(4) ê âèäó (42) â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè, ïðè÷åì âûïîëíÿåòñÿ
íåîáõîäèìîå óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè (Ðàçäåë 3.5)

f(x, y)2 − a(x)b(y) = w(x, y)w̃(x, y), (46)

ñ íåêîòîðûìè ìíîãî÷ëåíàìè w, w̃.

Â Ãë. 4 èññëåäóåòñÿ ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà ëàãðàí-
æåâûõ ñèñòåì, çàêëþ÷àþùèéñÿ â èíâàðèàíòíîñòè âàðèàöèè äåéñòâèÿ äî è
ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà. Â Ðàçäåëå 4.1 ðàññìîòðåíû
òàê íàçûâàåìûå u − v ñèñòåìû òèïà íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãå-
ðà. Ïîëó÷åíî èõ ïðåîáðàçîâàíèå ê ãàìèëüòîíîâîé ôîðìå ñ êàíîíè÷åñêîé
ñêîáêîé Ïóàññîíà.

Çäåñü ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëàìèH, L, F � ãàìèëüòîíèàí, ëàãðàí-
æèàí è ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîîòâåò-
ñòâåííî, à ñèìâîëàìè H,L, F � ïëîòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí. Â
òåõ ìåñòàõ òåêñòà, ãäå ýòî íå ìîæåò ïðèâåñòè ê íåäîðàçóìåíèþ, ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèå �ãàìèëüòîíèàí� âìåñòî �ïëîòíîñòü ãàìèëüòîíè-
àíà� è.ò.ï.
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Â Ðàçäåëå 4.2 ïîëó÷åíà ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ êàíîíè÷åñêîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ, íå ìåíÿþùåãî âàðèàöèþ ãàìèëüòîíèàíîâ ïðè ïðèìåíåíèè ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ñîõðàíåíèþ âàðèàöèè äåéñòâèÿ.
Ïîëó÷åíû ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ ðÿäà ïðèìåðîâ òàêèõ, êàê äèâåð-
ãåíòíûå ñèñòåìû, óðàâíåíèå Ëàíäàó�Ëèôøèöà, óðàâíåíèÿ ÊäÔ, óðàâíå-
íèÿ Êðè÷åâåðà�Íîâèêîâà è äðóãèõ ñèñòåì. Èíòåðåñíî, ÷òî òàêèå óðàâ-
íåíèÿ êàê ÊäÔ è óðàâíåíèå Êðè÷åâåðà�Íîâèêîâà óäàëîñü çàïèñàòü â
ëàãðàíæåâîì âèäå. Ðàññìîòðèì ëàãðàíæåâó ñèñòåìó ñ äåéñòâèåì S. Ïóñòü
ôóíêöèÿ u(x, t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�
Ëàãðàíæà, ò.å. δS[u] = 0. Îïðåäåëèì ïðåîáðàçîâàíèå Áåêëóíäà òàêîå, ÷òî
δS[û]− δS[u] = 0⇒ δS[û] = 0. Ðàññìîòðèì ïðèìåðû.

1. Êàíîíè÷åñêàÿ ñêîáêà Ïóàññîíà Äåéñòâèå âûáåðåì â âèäå

S =

∫
dt

∫
dx(pqt −H).

Åñëè δ
∫
dt
∫
dx(p̂q̂t−pqt) = 0, òî ïðåîáðàçîâàíèå (p, q)→ (p̂, q̂) îïðåäå-

ëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
F [q, q̂] :

p =
δF [q, q̂]

δq
, p̂ = −δF [q, q̂]

δq̂
. (47)

Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà

qt =
δH[p, q]

δp
, pt = −δH[p, q]

δq
. (48)

Îïðåäåëåíèå 4.2 Ôóíêöèÿ F [q, q̂] = F(q, qx, q̂, q̂x) íàçûâàåòñÿ ïðîèç-
âîäÿùåé ôóíêöèåé êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà äëÿ äèíàìè-
÷åñêîé ñèñòåìû (48), åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ σ[q, q̂], òàêàÿ ÷òî

Ĥ[p̂, q̂]−H[p, q] =
d

dx
σ[q, q̂], (49)

ãäå p, p̂ îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (47), ëèáî â îáùåì ñëó÷àå âûïîëíåíî
ñîîòíîøåíèå

δ(Ĥ[p̂, q̂]−H[p, q]) = 0. (50)

Â ñèëó ýòîãî îïðåäåëåíèÿ è ôîðìóë

pn =
δF [qn, qn+1]

δqn
= −δF [qn−1, qn]

δqn
⇒ δF [qn, qn+1]

δqn
+
δF [qn−1, qn]

δqn
= 0
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ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ïðèâîäèò íàñ ê ëàãðàíæåâîé ôîðìå öåïî÷êè è
çàäàåò ïëîòíîñòü F [qn, qn+1] ëàãðàíæèàíà:

δ

∫
dx
∑
n

F [qn, qn+1] = 0. (51)

Ïðèìåð. Ñèñòåìà Ëåâè ñ ãàìèëüòîíèàíîì

H = −pqxx + pq2
x + p2qx

èìååò ñëåäóþùóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Áåêëóíäà

F = q̂x log(q̂x)− qx log(αeq̂−q + β) + δeq̂−q.

Ïðè α = 0, β = 1, δ = 1 ïîëó÷àåì ëàãðàíæèàí öåïî÷êè Âîëüòåððû (51),
â îáùåì ñëó÷àå - ëàãðàíæèàí ðåëÿòèâèñòñêîé öåïî÷êè Âîëüòåððû.

Ðàññìîòðèì ëàãðàíæèàíû âèäà

L =

∫
dx
(
qt q

α
x −H(q, qx, . . . )

)
. (52)

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî α = ±1. Â ñëó÷àå α = 1 Ïîëó÷àåì ñèñòåìû ÊäÔ, ãèïåð-
áîëè÷åñêèå ñèñòåìû è äð. Ïðè α = −1 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Êðè÷åâåðà�
Íîâèêîâà.

Â Ðàçäåëå 4.3 âïåðâûå ïîëó÷åíî ïðåîáðàçîâàíèå Áåêëóíäà äëÿ óðàâíå-
íèÿ Öèöåéêè, ñîäåðæàùåå òîëüêî ïîëåâûå ïåðåìåííûå è èõ ïðîèçâîäíûå
ïî êîîðäèíàòàì.

φx,t = e−2φ−eφ ⇐⇒ δS = 0, S =

∫
dx dt [φxφt−H(φ)], H(φ) = 2eφ+e−2φ.

Êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå Áåêëóíäà â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

b =
δF [A]

δA
, (53)

ãäå A = φ̂− φ, B = φ̂+ φ, a = φ̂x − φx, b = φ̂x + φx.
Èùåì ïðåîáðàçîâàíèå Áåêëóíäà â íàèáîëåå ïðîñòîé ôîðìå, âîçìîæ-

íîé â äàííîì ñëó÷àå

F =

∫
dx f(a,A) ⇐⇒ b = fA − axfaa − afaA. (54)
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Êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå (54) ÿâëÿåòñÿ ÏÁ â òîì è òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, åñëè

h(φ̂)− h(φ) = 2eB/2g′(A)− e−Bg′(A)g(A) = ∂xW (a,A,B),

g(A) = eA/2 + e−A/2.
(55)

Ìîæíî óäîâëåòâîðèòü (55) è íàéòè ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ F (a,A)
ïðè óñëîâèÿõ, ÷òî:

∂x[eB/2Z(a,A)] = −eB/2g′(A), ∂x[e−BR(a,A)] = −e−Bg′(A)g(A).

Ïåðâîå óñëîâèå äàåò

fa = 2 logZ, fA = −2
g′(A)

Z
⇒ g′(A)Za−ZAZ = 0 ⇐⇒ g(A)+aZ = s(Z).

Âòîðîå îïðåäåëÿåò íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ s(Z) :

s(Z) = νZ3, R = −g(A)2

νZ2
.

Èòàê, íàõîäèì Z(a,A) èç êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ νZ3 = g(A) + aZ,
èíòåãðèðóåì óðàâíåíèå fa = 2 logZ è íàõîäèì ïëîòíîñòü ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèè ÏÁ f(a,A).

Èëè:

− b
2
Z = Zx + g′(A), Zx = aZA + axZa, Z(a,A) : νZ3 = aZ + g(A).

Ïðåîáðàçîâàíèå Áåêëóíäà óðàâíåíèÿ Öèöåéêè â äîâîëüíî ãðîìîçäêîé
ôîðìå áûëî ïîëó÷åíî â ðàáîòå [32]. Ïî-âèäèìîìó, ýòî ïðåîáðàçîâàíèå íå
ïðèâîäèòñÿ ê ÏÁ, ïîëó÷åííûì âûøå. Ïîëó÷åííàÿ â äàííîé Ãëàâå ôîðìà
ÏÁ äëÿ óðàâíåíèÿ Öèöåéêè ÿâëÿåòñÿ íîâûì ïðèìåðîì â ôîðìå (53).

Â Ðàçäåëå 4.4 ïîñòðîåíà òðåóãîëüíàÿ ðåøåòêà ïðåîáðàçîâàíèé Áåê-
ëóíäà äëÿ ñèñòåì òèïà íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, Ïðèâåäåì
çäåñü íàèáîëåå èíòåðåñíóþ ðåøåòêó òàêîãî òèïà � ðåøåòêó ÏÁ ìîäåëè
Ëàíäàó�Ëèôøèöà â ñïèíîâîé ôîðìå:

~Wx = [ ~W × ĥ~S], ~Wt = [ ~W × (ĥ[~S × ~Sx] + det(ĥ)ĥ−~S)],
~S = ~S(qn+1,m, qnm), ~W = ~S(qn,m+1, qn+1,m−1),

(56)

à òàêæå îïðåäåëèì âåêòîð ~S :

~S(q̂, q) = (Sx, Sy, Sz) = (
qq̂ − 1

q̂ − q
, i
qq̂ + 1

q̂ − q
,
q̂ + q

q̂ − q
). (57)
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Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ qnm ðàñïîëîæåíà â òî÷êå (n,
√

3
2 m) ïðàâèëüíîé

òðåóãîëüíîé ðåøåòêè.
Äèàãîíàëèçóåì òåíçîð ĥ : ĥ = diag(h1, h2, h3)
è ââåäåì äèàãîíàëüíûé òåíçîð Ĵ = diag(J1, J2, J3).
Ïîñêîëüêó ìû âûïèñàëè óðàâíåíèå íà äèíàìèêó ïî x è t, òî ñèñòåìó

(56) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïàðó Ëàêñà äëÿ ìîäåëè Ëàíäàó-Ëèôøèöà;
óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ ýòîé ïàðû äàåò îáû÷íîå óðàâíåíèå Ëàíäàó-Ëèôøèöà:

~St = [~S × (~Sxx + Ĵ ~S)], (58)

ïðè óñëîâèè h2
i − h2

j = Jj − Ji.
Â Ðàçäåëå 4.5 Èçó÷åíû âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà èíòåãðèðóåìûõ

ñëó÷àåâ ñèñòåìû Äýâè�Ñòþàðòñîíà. Êîìáèíèðóÿ ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ è
èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìèóðû, ïåðåâîäÿùèå 2-ìåðíóþ öåïî÷êó Òîäû
â 2-ìåðíóþ öåïî÷êó Âîëüòåððû è äàëåå â 2-ìåðíóþ öåïî÷êó Ãåéçåíáåðãà,
ïîñòðîåíà òðåõìåðíàÿ îêòàýäðè÷åñêàÿ ðåøåòêà ïðåîáðàçîâàíèé Áåêëóíäà
â âèäå óðàâíåíèé Õèðîòû. Îäíî èç ýòèõ óðàâíåíèé ñîâïàäàåò ñî çíàìå-
íèòûì ÷èñòî äèñêðåòíûì óðàâíåíèåì Õèðîòû:

τk+1,l,mτk−1,l,m − τk,l+1,mτk,l−1,m = τk,l,m+1τk,l,m−1. (59)

Îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ ðåøåòêè äîâîëüíî ãðîìîçäêè, è ìû îòñûëàåì ÷è-
òàòåëÿ ê òåêñòó äèññåðòàöèè.

Â Ãë. 5 èññëåäóåòñÿ ñèíòåç ìåòîäà îäåâàíèÿ è ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåí-
íûõ â äâóìåðíîì ñëó÷àå, à èìåííî: îäåâàíèå ãàìèëüòîíèàíà, â êîòîðîì
ïåðåìåííûå èçíà÷àëüíî ðàçäåëåíû, ïðèâîäèò ê èíòåãðèðóåìîìó ãàìèëü-
òîíèàíó, â êîòîðîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ óæå íåò. Ìåòîä ïðèìåíåí ê
îäíîé èçâåñòíîé çàäà÷å, ðåøåíèå êîòîðîé áûëî ðàíåå ïîëó÷åíî ïóòåì öå-
ïî÷êè íåòðèâèàëüíûõ ìàíèïóëÿöèé. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà îäåâàíèÿ (òî÷-
íåå ðàçäåâàíèÿ ãàìèëüòîíèàíà, â êîòîðîì íåò ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ äî
ãàìèëüòîíèàíà, ãäå ýòî ðàçäåëåíèå ïîÿâëÿåòñÿ) â ýòîì ñëó÷àå, ïîçâîëÿåò
ëåãêî íàéòè îòâåò. Ïîäõîä îáîáùåí äî îáùåãî ñëó÷àÿ êâàäðàòè÷íûõ ïî
îïåðàòîðàì èìïóëüñîâ ãàìèëüòîíèàíà. Ìåòîä ïðèìåíåí äëÿ îïåðàòîðîâ
òèïà îïåðàòîðîâ Øðåäèíãåðà ñ ìàãíèòíûì ïîëåì. Â Ðàçäåëå 5.1 èññëåäî-
âàí ñëó÷àé, êîãäà îäåâàþùèé îïåðàòîð èìååò âèä S = ∂x − ∂y. Â Ðàçäåëå
5.2 ðàññìîòðåíî îäåâàíèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Äàðáó.

Â ðàçäåëå 5.4 èññëåäóþòñÿ ñèñòåìû òèïà óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà. Ìû
èñïîëüçóåì îáû÷íûé âèä îäåâàíèÿ:

ĤS = SH. (60)
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Ðàññìîòðèì îäåâàíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ñèñòåìàì òèïà óðàâíåíèÿ Øðå-
äèíãåðà ñ ìàãíèòíûì ïîëåì:

H = t(x, y)h, h = (∂2
x + ∂2

y + u1(x) + u2(y)). (61)

Îïåðàòîð S ìû âûáèðàåì â âèäå

S =
1

T (x, y)
(∂x + φ(x, y)∂y + f(x, y)). (62)

Çäåñü T (x, y), φ(x, y), f(x, y) � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè, ïðè÷åì T (x, y) �
÷èñòî êàëèáðîâî÷íàÿ ôóíêöèÿ è âûáèðàåòñÿ èç ñîîáðàæåíèÿ óäîáñòâà.
Îïåðàòîð S ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå îáùèì äâóìåðíûì ëèíåéíûì îïåðàòîðîì,
â ÷åì è ñîñòîèò îñíîâíîå îòëè÷èå îò öèòèðóåìûõ âûøå ðàáîò [13],[33], ãäå
îïåðàòîð îäåâàíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ φ = ±i. Ïîýòîìó äëÿ òîãî ÷òîáû
ñîõðàíèòü âåùåñòâåííîñòü ïðåîáðàçîâàíèé, ìû âûíóæäåíû âûáðàòü îäå-
âàåìûé è îäåòûé ãàìèëüòîíèàí â âèäå, ãäå îïåðàòîð èìïóëüñà çàìåíÿåòñÿ
íà îáû÷íóþ ïðîèçâîäíóþ −i∇ → ∇, à çíà÷èò, ìû áóäåì ãîâîðèòü íå îá
óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà, à îá îäåâàíèè îïåðàòîðà òèïà Øðåäèíãåðà.

Îïåðàòîð Ĥ ïîñëå îäåâàíèÿ:

Ĥ = t(x, y)ĥ, ĥ = ((∂x −A1(x, y))2 + (∂y −A2(x, y))2 + U(x, y)). (63)

Îòìåòèì, ÷òî ââåäåíèå ôóíêöèè t(x, y) ðàñøèðÿåò êëàññ îïåðàòîðîâ îäå-
âàíèå, îäíàêî, ïðè t 6= 1, îäåâàíèå ïðîèñõîäèò òîëüêî äëÿ âîëíîâûõ ôóíê-
öèé ñ íóëåâûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðîâ h, ĥ.

Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì:

u1(x) =
1

2

F ′′(x)

F (x)
−3

4

F ′2(x)

F 2(x)
−µ2F (x)2, u2(y) =

1

2

G′′(y)

G(y)
−3

4

G′2(y)

G2(y)
−µ2G(y)2.

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ψ(x, y) = ψ1(x)ψ2(y) (íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå)

ψ1(x) =
1√
F (x)

(a1e
µ
∫
dxF (x) + a2e

−µ
∫
dxF (x)),

ψ2(y) =
1√
G(y)

(b1e
µ
∫
dy G(y) + b2e

−µ
∫
dy G(y)).

Îäåòàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ψ̂ :

ψ̂ = Sψ =
2µ√

F (x)
√
G(y)

(a1b1e
µ(

∫
dxF (x)+

∫
dy G(y))−a2b2e

−µ(
∫
dxF (x)+

∫
dy G(y))).
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Ìàãíèòíîå ïîëå

B =
F (x)G(y)

(F (x)2 +G(y)2)2
(G′2(y)− F ′2(x)) +

1

2

G(y)F ′′(x)− F (x)G′′(y)

F 2(x) +G2(y)
.

Ïîòåíöèàë

U(x, y) = u(x, y)− G2(y)

F (x)

F ′′(x)

F 2(x) +G2(y)
− F 2(x)

G(y)

G′′(y)

F 2(x) +G2(y)
+

G2(y)

F 2(x)

G2(y) + 3F 2(x)

(F 2(x) +G2(y))2
F ′2(x) +

F 2(x)

G2(y)

F 2(x) + 3G2(y)

(F 2(x) +G2(y))2
G′2(y)

ñ ïðîèçâîëüíûìè ôóíêöèÿìè F (x), G(x) è ïîñòîÿííîé µ.
Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèè φ, t ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

tx + φty − 2
φy − φφx
φ2 + 1

t = 0. (64)

Ïîäñòàíîâêà

t =
w(Z)

Z2
x + Z2

y

, φ = −Zx
Zy

(65)

(ãäå Z- ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îò x è y, à w- ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îò
Z) ïîëíîñòüþ èíòåãðèðóåò ñîîòíîøåíèå (64).

Â ñëó÷àå t = 1 ïîëó÷àåì èç ñîîòíîøåíèÿ (64), ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óðàâ-
íåíèå Õîïôà φy = φφx, ò.å èç ïðîèçâîëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà
ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèå óðàâíåíèå Õîïôà, èñïîëüçóÿ (65). Âåðíî è îá-
ðàòíîå.

Ñëó÷àé t = 1 ðàññìîòðåí â Ãëàâå 5, çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå â
ãàìèëüòîíèàíàõ h, ĥ ïåðåìåííûå íå ðàçäåëåíû, à ìàãíèòíîå ïîëå íå ïðå-
îáðàçóåòñÿ.

Â Ãë. 6 Â Ðàçäåëå 6.2 ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ ðÿäà
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì òèïà íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, â ÷àñò-
íîñòè, ñèñòåìû Ëåâè. Ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ïîëþñîâ è ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Áåêëóíäà äëÿ ýòèõ ðåøåíèé. Ïîêàçàíî, ÷òî âîçìîæíà ðåäóêöèÿ
ýòèõ ðåøåíèé â ðàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå PIV, ïðè÷åì
óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ïîëþñîâ ïåðåõîäÿò â ñòàöèîíàðíûå óðàâíåíèÿ äëÿ
äâóìåðíîãî êóëîíîâñêîãî ãàçà â ïàðàáîëè÷åñêîì ïîòåíöèàëå.

Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà Ëåâè èìååò âèä

at = ∂x(ax + a2 + 2ab+ νa), bt = ∂x(−bx + 2ab+ b2 + νb). (66)
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Èñïîëüçóÿ àíàëèç îñîáåííîñòåé è àñèìïòîòèê ðåøåíèé ñèñòåìû (66), íåòðóä-
íî ïîêàçàòü, ÷òî îáùåå ðàöèîíàëüíîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû èìååò âèä

a = αx+ β +
∑
w

1

x− w
−
∑
v

1

x− v
, b = α′x+ β′ +

∑
v

1

x− v
−
∑
w̌

1

x− w̌
,

(67)
ïðè÷åì çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè âåëè÷èí α, α′, β, β′ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäó-
þùèìè óðàâíåíèÿìè:

αt = 2α(α+ 2α′), α′t = 2α′(α′ + 2α), (68)

βt = β(α+ 2α′) + α(β + 2β′ + ν), β′t = β′(α′ + 2α) + α′(β′ + 2β + ν).

Ïóñòü ýëåìåíò a ïðèíàäëåæèò íàáîðó {a} (ò.å. a ∈ {a}), ïðè÷åì ÷èñëî
ýëåìåíòîâ íàáîðà íå ôèêñèðóåòñÿ. Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ââåäåì ñëåäó-
þùèå îáîçíà÷åíèÿ:∑

f(x− a) =
∑
a∈{a}

f(x− a),
∑

f(a− a′) =
∑

a′∈{a}, a′ 6=a

f(a− a′). (69)

Ïîäñòàâëÿÿ (67) â (66), ïîëó÷èì ñèñòåìó, îïèñûâàþùóþ äèíàìèêó ïî-
ëþñîâ ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû Ëåâè.

Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå

w = fw + g, v = fv + g, w̌ = fw̌ + g, (70)

ïðè÷åì

ft = −2(α+ α′)f, gt = −2(α+ α′)− 2(β + β′)− ν, dξ = −2
dt

f2
.

Ïîäñòàâëÿÿ (70) â ñèñòåìó, îïèñûâàþùóþ äèíàìèêó ïîëþñîâ, èìååì

wξ =
∑ 1

w −w′
−
∑ 1

w − w̌
, w̌ξ =

∑ 1

w̌ −w
−
∑ 1

w̌ − w̌′
(71)

è àíàëîãè÷íûå óðàâíåíèÿ äëÿ v.
Èç ñîîòíîøåíèÿ (71) ìîæíî ïîëó÷èòü ñèñòåìó Êàëîäæåðî�Ìîçåðà:

wξξ = −2
∑ 1

(w −w′)3
, vξξ = −2

∑ 1

(v − v′)3
. (72)

Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå

ax = a(b̂− b), b̂x = b̂(â− a), (73)
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ïîëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèå Áýêëóíäà äëÿ ïîëþñîâ ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé
ñèñòåìû Ëåâè, à òàêæå ñèñòåìû Êàëîäæåðî-Ìîçåðà:

−
∑ 1

w − ŵ
+ 2

∑ 1

w − w′
−
∑ 1

w − w̌
= 0,

−
∑ 1

v − v̂
+ 2

∑ 1

v − v′
−
∑ 1

v − v̌
= 0.

(74)

Ýòà ñèñòåìà ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà êàê äèñêðåòíîå óðàâíåíèå Êàëîäæåðî-
Ìîçåðà.

Â Ðàçäåëå 6.3 ïðåäñòàâëåíèå êóëîíîâñêîãî ãàçà ïîëó÷åíî äëÿ óðàâ-
íåíèé Ïåíëåâå PII − PIV. Âûâåäåíû óðàâíåíèÿ íà íóëè è ïîëþñà ðà-
öèîíàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé PV − PV I. Ñ ïîìîùüþ ãàìèëüòîíîâà
ôîðìàëèçìà ïîñòðîåíî ñïèíîâîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ óðàâíåíèé Ïåíëåâå.

Â ñîâðåìåííîé ëèòåðàòóðå ïðèíÿòî ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèå øåñòü
óðàâíåíèé Ïåíëåâå (a, b, c, d− ÷èñëà):

PI : wxx = 6w2 + x,

PII : wxx = 2w3 + xw + a,

PIII : wxx =
w2
x

w
− wx

x
+
aw2 + b

x
+ cw3 +

d

w
,

PIV : wxx =
w2
x

2w
+

3w3

2
+ 4xw2 + 2(x2 − a)w +

b

w
,

PV : wxx = (
1

2w
+

1

w − 1
)w2

x −
wx
x

+
2

x2
(w − 1)2(aw +

b

w
) +

cw

x
+
dw(w + 1)

w − 1
,

PV I : wxx =
1

2
(

1

w
+

1

w − 1
+

1

w − x
)w2

x − (
1

x
+

1

x− 1
+

1

w − x
)wx+

+
w(w − 1)(w − x)

x2(x− 1)2

[
a+

bx

w2
+

c

(w − 1)2
(x− 1) +

dx(x− 1)

(w − x)2

]
.

Âñå óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå, êðîìå ïåðâîãî (ò.å. PII − PV I), ìîãóò èìåòü
ïîäâèæíûå îñîáûå òî÷êè â âèäå ïðîñòûõ ïîëþñîâ, ïðè÷åì ðåøåíèå âáëè-
çè ýòèõ îñîáûõ òî÷åê âåäåò ñåáÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

w(x) =
q

x− z
+ g(z) + o(z)(x− z), x→ z, (75)

çàðÿä q (âû÷åò) íå çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ ïîëþñà äëÿ óðàâíåíèé PII, PIII
è PIV, ïðè÷åì q = ±const, (q2 = 1 äëÿ óðàâíåíèé PII è PIV ). Ôóíêöèÿ
g(z) äëÿ óðàâíåíèé PII, PIII è PIV íå çàâèñèò îò çàðÿäà q (äëÿ óðàâ-
íåíèé PV è PV I ýòî íå òàê), è ïðèìåíèìà ñëåäóþùàÿ ïðîöåäóðà äëÿ
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ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèé êóëîíîâñêîãî ãàçà: îáùåå ðàöèîíàëüíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèé Ïåíëåâå èìååò âèä

w(x) = αx+ β +
∑
i

qi
x− xi

, (76)

èñïîëüçóÿ (75), èìååì

g(xi)− αxi − β =
∑
j 6=i

qj
xi − xj

, ∀i. (77)

Ïîÿñíèì ñìûñë òåðìèíà �êóëîíîâñêèé ãàç� - îïðåäåëèì ïîòåíöèàë

u(x) = −G(x) +
1

2
αx2 + βx, G′(x) = g(x),

òîãäà, âàðüèðóÿ ôóíêöèîíàë ýíåðãèè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ïî ïîëîæåíèþ
çàðÿäîâ, xi

E =
∑
i

qiu(xi) +
∑
i>j

qiqj log(xi − xj), (78)

âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïî äâóìåðíîìó çàêîíó Êóëîíà è íàõîäÿùèõñÿ â ïî-
òåíöèàëå, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (77).

Óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå ëàãðàíæåâû. Âñå ïëîòíîñòè ëàãðàíæèàíîâ óðàâ-
íåíèé Ïåíëåâå ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

L = C(w, x)− 1

4A(w, x)
(wx + B(w, x))2, (79)

ïîýòîìó óäîáíî ââåñòè ãàìèëüòîíîâî îïèñàíèå ýòèõ ëàãðàíæèàíîâ

L = pwx +A(w, x)p2 + B(w, x)p+ C(w, x), (80)

äåéñòâèòåëüíî, èñêëþ÷àÿ p èç (80), ïîëó÷èì (79). Ãàìèëüòîíîâñêàÿ ôîðìà
îïèñàíèÿ óðàâíåíèé Ïåíëåâå áûëà ââåäåíà â ðàáîòå [34], (ñì. òàêæå [35]).
Ýòî îïèñàíèå î÷åíü óäîáíî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé Áåêëóíäà äëÿ
óðàâíåíèé Ïåíëåâå (êðîìå ïåðâîãî) â óíèâåðñàëüíîé ôîðìå

− 1

2A(w, x)
(wx + B(w, x)) = p =

D

ŵ − w
, (81)

ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû ãàìèëüòîíèàíà èìåþò âèä

A = a3w
3 + a2w

2 + a1w + a0, B = b2w
2 + b1w + b0, C = c1w, (82)
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ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà äåéñòâóþò íà íèõ ñëåäóþùèì îáðàçîì

âi = ai, b̂2 = b2 − 3a3D, b̂1 = b1 − 2a2D, b̂0 = b0 − a1D, (83)

c1 = b2D − a3D
2, ĉ1 = 2a3D

2 − b2D.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà äëÿ óðàâíåíèé Ïåíëåâå àêòèâíî èçó÷àëèñü
ìíîãèìè àâòîðàìè, îäíàêî, ñëåäóåò îòìåòèòü ïèîíåðñêóþ ðàáîòó Ãðîìàêà
[36], à òàêæå ñòàòüþ Àáëîâèöà è Ôîêàñà [37]. Çàìåòèì, ÷òî ÏÁ óðàâíåíèé
Ïåíëåâå â ýòîì Ðàçäåëå áóäóò èãðàòü âñïîìîãàòåëüíóþ ðîëü - îíè íåîá-
õîäèìû, ÷òîáû îïðåäåëèòü ãàìèëüòîíîâû ïàðàìåòðû A,B,C,D, çàêîí èõ
ïðåîáðàçîâàíèÿ è îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèé Ïåíëåâå ÷åðåç ýòè
ïàðàìåòðû.

Èñïîëüçóÿ (80) è (81), ìîæíî ïîëó÷èòü äèíàìè÷åñêèå ñïèíîâûå ñèñòå-
ìû, ýêâèâàëåíòíûå óðàâíåíèÿì Ïåíëåâå PJ (PII − PV I) :

i

2
νJ(x)~Sx = [~S × δHJ

δ~S
], HJ = (~SÎJ ~S) + ( ~hJ ~S), ~S2 = D2, (84)

ãäå
νII = νIV = 1, νIII = νV = x, νV I = x(x− 1), (85)

à âåêòîð ñïèíà ~S è ãàìèëüòîíîâà ïàðà (p, w) ñâÿçàíû ñëåäóþùèì ñîîò-
íîøåíèåì:

~S = ~M(w)p+
D

2

∂ ~M(w)

∂w
, ~M(w) = (w2 − 1, iw2 + i, 2w). (86)

Íåòðóäíî íàéòè òåíçîð àíèçîòðîïèè ÎJ è ìàãíèòíîå ïîëå ~hJ , âõîäÿùèå â
ãàìèëüòîíèàí HJ â ñêàëÿðíîé ôîðìå

r(w, x) = ( ~M(w)Î(x) ~M(w)) = ν(x)A(w, x), (87)

h(w, x) = ( ~M(w)~h(x)) = ν(x)[B(w, x)− D

2
Aw(w, x)].

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ãàìèëüòîíèàí HJ îïèñûâàåò äèíàìèêó ñïèíà
äëèíû D â ïîëå àíèçîòðîïèè I è â ìàãíèòíîì ïîëå ~h, ïðè÷åì ïðîèçâîëü-
íóþ ñèñòåìó âèäà (80) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó (84) â òîì ñëó÷àå, åñëè

Cw =
D

2
[Bww −

D

3
Awww], (88)

ò.å. äîëæíî áûòü âûïîëíåíî óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè (83).
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Â Ãë. 7 ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññèôèêàöèÿ ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé ñ
êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ ñ ïîìîùüþ ïàðû Ëàêñà â ïðåäñòàâëåíèè
Ôóðüå.

Â Ðàçäåëå 7.1 ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå ñèñòåìû:

d

dt
uq(t) = ω(q)uq(t) +

∑
p1+p2=q

w(p1, p2)up1(t)up2(t). (89)

Ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà äëÿ óðàâíåíèÿ (89) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

Lt = [A,L], L = α+
∑
p

Upup, A = β +
∑
p

V pup, [α, β] = 0, (90)

ãäå α, β, Up, V p - íåêîòîðûå íå çàâèñÿùèå îò âðåìåíè îïåðàòîðû. Ïðÿìûå
âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî âûðàæåíèÿ (90) ÿâëÿþòñÿ ïàðîé Ëàêñà äëÿ
óðàâíåíèÿ (89) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè

[V p, Uq] + [V q, Up] = 2w(p, q)Up+q, [β, Up] + [V p, α] = ω(p)Up. (91)

Ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ îïåðà-
òîðîâ â ïðîñòðàíñòâå Ôóðüå

αkk′ = α(k)δk,k′ , βkk′ = β(k)δk,k′ , U
p
kk′ = l(k, p)δk,k′+p, V

p
kk′ = a(k, p)δk,k′+p.

(92)
Ïîäñòàâèì îïðåäåëåíèÿ (92) â ïðåäñòàâëåíèÿ Ëàêñà (91) è ïîëó÷èì:

a(k, q)l(k − q, p) + a(k, p)l(k − p, q)− a(k − q, p)l(k, q)−
− a(k − p, q)l(k, p) = 2w(p, q)l(k, p+ q),

(93)

à òàêæå

[α(k)− α(k − p)]a(k, p) = [β(k)− β(k − p)− ω(p)]l(k, p). (94)

Â ïîäðàçäåëå 7.1.1 ïîëó÷åíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ áåçäèñïåðñèîííûõ
óðàâíåíèé âèäà (89). Óðàâíåíèå (93) îïðåäåëÿåò âñå âîçìîæíûå êâàäðà-
òè÷íûå ÷ëåíû óðàâíåíèÿ (89). Ñðåäè áåçäèñïåðñèîííûõ óðàâíåíèé ïîëó-
÷åíû òàêèå èçâåñòíûå ñèñòåìû, êàê ñèñòåìà Êàìàññà-Õîëìà, Äåãàñïåðèñà,
à òàêæå åñòü íîâûå ñèñòåìû. Óðàâíåíèå, îïðåäåëÿåìîå ñîîòíîøåíèÿìè

ut = mu, mp = B(p)up, B(p) = b(−p)− b(p),

b(x) =
b1(1− eh1x)− b2(1− eh2x)

eh1x − eh2x
,

(95)
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ÿâëÿåòñÿ íîâûì è èìååò èíòåðåñíûå ïðèëîæåíèÿ. Â ïîäðàçäåëå 7.1.2 èñ-
ñëåäóåòñÿ âîçìîæíûé âèä äèñïåðñèè óðàâíåíèé âèäà (89). Äëÿ òîãî, ÷òî-
áû äèñïåðñèÿ ñóùåñòâîâàëà áû, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå è óðàâíåíèÿ (94).
Ïîëó÷åíû èçâåñòíûå óðàâíåíèÿ ñ äèñïåðñèåé, òàêèå êàê ÊäÂ, óðàâíåíèå
ïðîìåæóòî÷íîé âîäû (ILW). Àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî äðóãèõ ñèñòåì â ïîä-
êëàññå äèñïåðñèîííûõ ñèñòåì íåò. Â ïîäðàçäåëå 7.1.3 ðàññìàòðèâàþòñÿ
âîçìîæíûå îáîáùåíèÿ.

Â ðàçäåëå 7.2 ïîëó÷åíî ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè
îäíîãî èç ìíîãî÷àñòè÷íûõ �gold-�sh� óðàâíåíèé Êàëîäæåðî [38]:

ẍi = 2ẋi
∑
j 6=i

ẋj
xi − xj

. (96)

Ñì. òàêæå ðàöèîíàëüíóþ âåðñèþ ñèñòåìû Ðóéçåíàðñà-Øíàéäåðà [39],[40].

Ðàññìîòðèì àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå

P (xj(t), t) = 0, P (ξ, t) =
∏
j

(ξ − xj(t)) = P (ξ)− tQ(ξ), (97)

ãäå

P (ξ) = P (ξ, 0) =
∏
i

(ξ − xi(0)), Q(ξ) = P (ξ)
∑
i

ẋi(0)

ξ − xi(0)
, (98)

îïðåäåëÿþùåå âåëè÷èíû xi(t) è ïîëíîñòüþ ðåøàþùåå çàäà÷ó Êîøè óðàâ-
íåíèÿ (96).

Â Çàêëþ÷åíèè äèññåðòàöèè èçëàãàþòñÿ èòîãè âûïîëíåííîãî èññëå-
äîâàíèÿ, äåëàþòñÿ îñíîâíûå âûâîäû, îáñóæäàþòñÿ ïåðñïåêòèâû äàëüíåé-
øåãî ðàçâèòèÿ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè, à òàêæå âîçìîæíûå ïðèëîæåíèÿ
ýòèõ ðåçóëüòàòîâ.
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